Cenbtro de esbudios

Matematicas CCSS - EVAU junio 2022

OPCION A

2 0 1
A= (a -1 1)
0 a 1

a) Determine los valores del parametro real a para los cuales la matriz A es invertible.
b) CalculeA lparaa=1

RESOLUCION

A.1 (2 puntos) Se considera la matriz

a) Para que la matriz sea invertible, debera averiguarse cuando la matriz A no es nula. Para eso, se
calculara |A| = 0, y sobre eso se despejara el pardmetro a. A continuacion, se discutira, mediante
casos, el resultado final.

2 0 1 2
2+ (—2)"—4(1)(—2
[Al=|la -1 1|=-2+a?-2a=0->a*’—-2a—-2=0-a= _\/( ) O )=1i\/§
2(1)
0 a 1
Conclusién:
e Casol:a#1++V/3-|A|#0-3471
e Caso2:a=1+vV3-|4]=0- 747"
b) Calculo de la matriz inversa:
i) Se calcula el valor del determinante de A: |A| =12 —-2(1) —2 = -3
-2 -1 1
ii) Se calcula la matriz adjunta de A: Adj(A) = ( 1 2 —2)
1 -1 -2
-2 1 1
iii) Se transpone la matriz: [Adj(AD)]*=|-1 2 -1
1 -2 =2
L -2 1 1
iv) Se reemplaza la informacién anterior en la férmula general: A™1 = = (—1 2 —1)
1 -2 -2
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A.2. (2 puntos) El duefio de una empresa que organiza fiestas infantiles quiere hacer chocolate con
leche y dispone para la mezcla de 30 litros de leche y 20 litros de chocolate liquido. Por cada litro de
chocolate debe echar como maximo 3 litros de leche, y por cada litro de leche debe echar como maximo
1,6 litros de chocolate. Ademas, solo dispone de botellas para envasar 45 litros de chocolate con leche.
Por cada litro de leche de la mezcla puede obtener un beneficio de 1€ y por cada litro de chocolate un
beneficio de 2€. Determine cuantos litros de leche y de chocolate liquido debe mezclar para obtener el
maximo beneficio y calcule el beneficio que se obtiene.

RESOLUCION

i) En primer lugar, se plantean cudles serdn las variables “x” e “y”, para con ellas definir la funcién
objetivo y las restricciones:
Max B(x,y) = x + 2y
sujeto a:
x <3y
y < 1'6x
x+y<45
0<x<30
0<y<20

x: litros de leche N
y:litros de chocolate liquido

ii) Se representa la region factible, y se localizan las coordenadas que la delimitan:

a0
N T

A:(0,0) B:(12'520) C:(2520) D:(30,15) E:(30,10)

iii)  Se reemplaza cada coordenada en la region factible, y se localiza el maximo:
B,(0,0)=0+2-0
Bp(12'5,20) = 12’542 -20 = 52'5
Bc(25,20) = 25+ 2-20 = 65
Bp(30,15) =30+ 2 - 15 = 60
B;(30,10) =30+2-10 =50

El maximo beneficio se alcanzara produciendo 25 litros de leche y 20 litros de chocolate,
obteniéndose un beneficio de 65€.
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A.3. (2 puntos) La figura dada representa la grafica de cierta funcién

3.5

3

2.5

=3.5 -3 =25 -2 -15 -1 =05 05 1 15 2 25 35 4 45 /5 55
-0.5
-1

=1.5

-2

-2.5

La grafica representada tiene tangentesenx = —1,x =1, x =2y x = 4.

a) Determine razonadamente los intervalos en los que f'(x) > 0
b) Determine razonadamente cual es el signo de

f_ 52 f(x)dx.

RESOLUCION

a) Dado que se pide comprobar cuando la derivada es positiva, se puede usar como puntos de
referencia los extremos relativos de la funcién. Dado que la funcién presenta un maximo en las
coordenadas (-1, 2) y (2;1,5), esto implica que a la izquierda de -1 y a la izquierda de 2,
respectivamente, la primera derivada es creciente. Por otra parte, la funcién presenta minimos
en las coordenadas (1, 0) y (-1,4), esto implica que a la derecha de 1 y a la derecha de 4 la primera
derivada sera creciente. En conclusion, la funcién crecera en los tramos [—2,—1) U (1,2) U (4,5].

b) Para determinar el signo de la integral definida que se indica, hay que fijarse en dénde hay una
mayor area, ya sea sobre el eje x o debajo del eje x. En este caso, como la funcién presenta mas
areas por encima que por debajo del €je x, el signo sera positivo.
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A.4. (2 puntos) Sean A y B sucesos asociados a un experimento aleatorio tales que P(4) = 0,6,
P(A|B) = 0,4y P(A|B°) = 0,8; siendo B¢ es el suceso complementario de B.

a) Calcule P(B).
b) ¢Son Ay B independientes? Justifique su respuesta

RESOLUCION:

a) Paradeterminar P(B) se haré el siguiente razonamiento:

P(ANB)

v~ P(ANB) =04 P(B)

i) Primero se despeja P(A N B): P(A|B) = 0,4 =

P(ANB®) _ 0,6—P(ANB)

ii) Seguidamente, se desarrollar P(A|B€): P(A|B¢) = 0,8 =

P(BY) 4 1-P(B)
i) A continuacion, se reemplaza P(A N B): 0,8 = %4(;@
iv) Finalmente, se despeja P(B): 0,8 = %ﬁ)@ - 08-(1—P(B))=06—-04"P(B) >

-08-08-P(B)=06-04-P(B) > —0,8-P(B)+0,4-P(B)=0,6—0,8 -
- —04-P(B)=-02-P(B) = =05

)

-0,4

La probabilidad del suceso B es de un 50%.

b) Para comprobar si los sucesos son dependentes o independientes, se buscard obtener la
intersecciéon de A y B mediante dos célculos:
i) P(ANB)=4-P(B)=04-0,5=0,2
ii) P(ANB)=P(A)-P(B)=0,6-05=0,3

Como los resultados no coinciden, se concluye que los sucesos A y B son dependientes.
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A.5. (2 puntos) Una cementera rellena sacos de cemento cuyo peso en kilogramos se puede aproximar por
una variable aleatoria con distribucién normal de media desconocida y desviacién tipica igual a 2 kg.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamafo 20 y se obtiene que su media muestral es 50 kg.
Determine un intervalo de confianza del 99% para el peso medio de un saco de cemento.

b) Determine el tamafno minimo de la muestra para que el error maximo cometido en la estimacion
de la media sea menor que 1 kilogramo, con un nivel de confianza del 90%.

RESOLUCION

a) Para obtener el intervalo de confianza para la media, se hara el siguiente procedimiento:
i) Se averigua el valor de Z, , con el siguiente procedimiento:

a a
1—a=0'99—>a=0'01—>E=0'005—>1—E=0'995—>Zg=2'575
2

ii) Una vez conocido el valor de Z, ,, se calculara el intervalo de confianza:

_ _ _ 2
1C(R)y_y = (X + Za)s %) S IC(R) g0 = (50 +2/575 ﬁ) — (50 + 1'15) = (48'85;51'15)

El peso medio estara comprendido entre 48'15 kg y 51'15 kg, con una confianza del 99%.

b) Para averiguar el tamafo de la muestra, se hara el siguiente desarrollo:
i) Se averigua el valor de Z, ,, considerando que el margen de confianza es del 95%:

a a
1-a=09-a=01->-=005>1-5=095Z; = 1645

ii) Conocido el valor de Z,,,, se reemplaza toda la informacion dada en el error de
estimacion del intervalo:

o 2
E=Zyp —=—-1=1645-—->n=

Vn vn

1'645 - 2
1

2
) =1082 = 11

El tamano minimo de la muestra debera ser de 11 sacos si se desea que el error de estimacion no
supere 1 kg, con una confianza del 90%.
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OPCION B

B.1. (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a € R:
xtay+z=a
az—y—az=10
x+y+z=1
a) Discuta la compatibilidad del sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 2.

RESOLUCION
a) Paradiscutir el sistema, se realizaran los siguientes pasos:
i) Se resuelve |A| = 0, y sobre eso, se despeja el parametro dado:
1 a 1
[Al=]la -1 —-a|=-1-ad*+a+14+a—-a*=-2a*°+2a=0-2a(-a+1)=0-
1 1 1
{ 2a=0—-a=0
_)
—a+1=0—-a=1
ii) A continuacién, se discute, mediante casos, cémo quedara el sistema:

Casol:a#0ya=+1
|A| #0 - Rg(A) =3

|A*| £ 0 > Rg(A") =3 Rg(A) = Rg(A*) = N2incbgnitas - SCD

)

1 0 1
Caso2:a=0-4"=|0 -1 0

1 1 1
|41 =0 Rg(A) <3 = Myl = |1 ]| = =120 Rg(4) =2
0 1 -
147l =]0 -1 0|=1%#0-Rg(4) =3
1 1
— Rg(A) # Rg(A*) = SI
1 1 1
Caso3:a=1-A4"=|1 -1 -1
1 1 1
|A|=0—>Rg(A)<3—>|M2x2|=|1 _11|=—1—1=—2¢0—>Rg(A)=2
1 1 1 1 N
A= 1 1 0|=0-RgU)I <3 =Myl =|; _|=-1-1=-220-Rg) =2
11

— Rg(A) = Rg(A*) # n%incodgnitas = SCI

b) Para resolver el sistema, se utilizara el Método de Cramer:
Paraa =2 - |A| = -2(2)? +2(2) = —4

2 1 1 1 1 2

| -1 -2 2 -2 2 -1 ‘
x:ﬁz—l 1 =ly=@=—1 1 :1 2@2—1 1 =—1
|A| —4 4’ |A| —4 ’ |A] —4 4

. ., . ., 1 1
Si a = 2, la solucién para el sistema sera (x,y,z) = (Z 1, _Z)
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B.2. (2 puntos) Considere la funcion real de variable real

x2—x+1
x—1

f&x) =

a) Determine sus asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).
b) Calcule f'(x) y halle el valor de f'(2).

RESOLUCION
a) Para estudiar las asintotas de la funcion, se seguira el siguiente procedimiento:

i) Para estudiar las asintotas verticales de la funcidn, se comprobara primeramente cudl
es el dominio de la funcion: x —1 =0 - Dom f(x) = R — {1}

Sobre esto, se calcularan los siguientes limites:
lim f(x) =o0; lim f(x) = o0
x—=1" x-1*
La funcidén tiene una asintota vertical en x = 1.
ii) En cuanto a las asintotas horizontales, se realizara el siguiente calculo:
lim f(x) =o; lim f(x) =
X—>—00 X—00
La funciéon no tiene asintotas horizontales, se debe comprobar si tiene oblicua.

iii) Para averiguar si la funcion tiene asintotas oblicuas, se deberan averiguar los valores
de m y n en la ecuacién punto pendiente:

1 x2—-x+1 x?-x+1
m = lim —- = lim =1
x>0 X x—1 x—0  x%2—x
Cox?P-x+1 Cox?—x+1—-x%*+x 1
n=lim———x = lim = lim =0
X —00 x—1 X—00 x—1 x—oox — 1

La funcién tiene una asintota oblicuaeny = x

b) Pararesolver f’(2), se hara el siguiente procedimiento:

- —1)—(x2_—
i) Se caleula f/(x): f(x) = & 1)("(x1_)1)§x x+1)
o AV (22_
i) Se calcula f(2): f(2) = &2 1)(2(;)1)2(2 24D _

La primera derivada de la funcién en x = 2 vale O
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B.3. (2 puntos) Un escultor quiere dividir un alambre muy fino en dos trozos que se utilizaran para
delimitar, respectivamente, un cuadrado y un rectangulo cuya base debe medir el doble que su altura.
Posteriormente, se fabricaran ambas figuras planas con un material que cuesta 16 céntimos de
euro/cm? para el cuadrado y 10 céntimos de euro/cm? para el rectangulo. Si el alambre inicial mide 450
cm, determine la funcién de coste total de ambas figuras. Obtenga la longitud de cada trozo de alambre
para que el coste total de estas piezas sea minimo.

Sugerencia: Exprese el coste total en funcion de la altura del rectangulo y utilice 3 cifras decimales para realizar los calculos.
RESOLUCION

Antes de comenzar a resolver el ejercicio, es necesario entender le planteamiento del problema. Dado que
se pide determinar la longitud de cada uno de los trozos para minimizar el coste, lo que se esta buscando es
la funcién de coste.

Para ello, en primer lugar, es necesario plantear el drea de cada una de las figuras. Es importante tener en
cuenta que los lados de las figuras no estan interrelacionados entre si; y que, en el caso del rectangulo, existe
una relacion entre los lados (z = 2y). Asi pues:

- Area del cuadrado: 4, = x2

- Areadelrectingulo: Ag =y -z =y - 2y = 2y?2

Por otra parte, hay que tener en cuenta las dimensiones de las figuras. Para ello se utilizara el perimetro
de cada una de las figuras:

- Perimetro del cuadrado: P, = 4x
- Perimetro del rectangulo: Py = 2y + 2z = 2y + 2(2y) = 6y

Contando con que el alambre mide 450 cm, el perimetro total sera: P = 4x + 6y = 450 = Pr = 2x + 3y =
225

Con esta informacion, se plantea cudl sera el coste total para cada figura:

- Coste del cuadrado: C, = 0'16x2
- Coste del rectdngulo: Cz = 0’1 - 2y?

Con esto se concluye que el coste total sera: Cr = C; + Cgr = 0'16x2 + 0'2y?

Dado que el problema depende de x y de y, es necesario hacer que dependa de una Unica variable. Para
eso, se utilizara la formula del Perimetro total. Se despejard x en la férmula; y, posteriormente, se
reemplazara en el Coste total.

Cr = 0'16x? + 0'2y?

225 — 3y . —>Cr=0'16(112'5-1'5)% 4+ 0'2y*?
PT=2x+3y=225—>x=T= 112'5 -1’5y

Sobre esto, se aplican condiciones de primer orden; y, sobre ellas, se obtienen los valores de x, y, y z:
Cr =0'16(112'5—-1'5)2 + 0'2y? - C = 0'32(112'5 - 1'5y) - (—1'5) + 0’4y = 0 -
- —54+4+0'72y +0'4y =0-> 112y =54 > y = 48'21;z = 96'42; x = 40’19

El lado del cuadrado medira 40'19cm, y el rectangulo tendra una base de 48'21cm y una altura de 96'42cm.
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B.4. (2 puntos) Una carta escogida al azar es eliminada (sin ser vista) de un mazo de 52 cartas de poker,
en el que hay 13 cartas de cada palo (diamantes, corazones, picas y tréboles). Una vez eliminada, se
escoge al azar una carta, entre las que quedan en el mazo, y esta segunda carta es observada.

a) Calcule la probabilidad de que la carta observada sea de diamantes.
b) Silacartaobservada no es diamantes, calcule la probabilidad de que la carta eliminada tampoco lo haya sido.

RESOLUCION

Antes de resolver el ejercicio, es necesario hacer los siguientes razonamientos:

- Engeneral, la probabilidad de sacar diamantes (D) es P(D1) = g No asi, como se indica que se saca

una carta, hay que contemplar cdmo sera la probabilidad de sacar diamantes si se asume que la
carta que se saco del total también fue de diamantes, quedando: P(D2/D1) = %
- Por otra parte, y también en general, la probabilidad de no sacar diamante es P(D1) = %-

Contando con que se indica que se extrajo una carta, si se asume que la carta que se extrajo no
fue de diamantes, la probabilidad de obtener una carta de diamantes sera: P(D2/D1) = 5

Ya con la informacién anterior, puede resolverse el ejercicio.

a) Para averiguar si la carta observada es diamantes, hay que aplicar el Teorema de la Probabilidad
Total, considerando la posibilidad de que, por una parte, la primera carta que se extrajo fuera de

diamantes; y, por otra, que la primera carta que se extrajo no fuera de diamantes.
P(D2) = P(D1nD2)+ P(D1NnD2) = 13 12 + SiplS 663 1 0'25
4 52 51 52 51 2652 4

La probabilidad de que se observe una carta de diamantes, si se sabe que se sacé una carta, es de un 25%.

b) Para calcular la probabilidad de que, si la carta que se observé no es diamantes, que la carta no

lo haya sido tampoco, se recurrird a la probabilidad condicionada:

POINDD) o o 1
T 52 51 34
P(D1|D2) = ———= =5-075
DUD2) ==y = 1-025 3

|

—
o
T

© CENTRO DE ESTUDIOS LUIS VIVES



Cenbro de esbudios

Matematicas CCSS - EVAU junio 2022

B5. (2 puntos) Considere una poblacion donde observamos una variable aleatoria X con distribucion
normal de media a y desviacion tipica o. Sea X la media muestral de una muestra aleatoria de tamario 10.

a) Determine el valor de o sabiendo que I = (58, 2; 73, 8) es un intervalo de confianza del 95% para p.
b) Sio = 20, calcule P(-10 < X — u < 10).

RESOLUCION
a) Para calcular g, se utilizara el intervalo de confianza. Para ello, se hara el siguiente procedimiento:

i) En primer lugar, se busca el valor de z,/, a partir del nivel de confianza dado:
a a
1—a=0'95->a=005 —>E= 0025 —» 1_E= 0’975 —>Za/2 =1'96
i) A continuacién, se determina el valor de X. Para ello, se obtiene el error de estimacién a

partir del intervalo dado; y, sobre ese error, se obtendra el valor de X:

L 15’6
L=73'8-582=15'6 > FE==-=——-=
2 2
X+E=738->X=738-E=73'8-7'8=66
iii) Una vez conocidos los valores de z, , yX, se relaciona el intervalo de confianza con cualquiera
de los extremos del intervalo. En este caso, se utilizara el extremo superior del intervalo:

— o
X+Za/2 == 73,8

Vn
iv) Se reemplazan los datos dados en el enunciado en la formula anterior:
73'8 — 66)V10
6641962 =738 5 g = 38 WIO _ oieg
V10 196

La desviacion tipica es de 12’58

b) Para calcular P(—10 < X — u < 10), antes de nada, es necesario conocer como quedara la
distribucion de la muestra dada en el ejercicio:

20
N( ;—) = N(; 6'33)
u 70 u
Ya con esta informacion, se puede empezar a resolver el ejercicio mediante el siguiente procedimiento:

i) Se desarrolla el calculo de la probabilidad que se pide obtener:

P(-10<X—-pu<10)=P(X—pu<10)—PX—pu<-10)=P(X <10+ u) — P(X < =10 + p)

ii) A continuacién, se busca el valor de Z:
10+pu—pu 10 -104+pu—pn -—10
= = =1'58 = = = —1'58
6'33 6'33 6'33 6'33
iiii) Conocidos los valores de Z, se reemplazan en el cdlculo anterior, y se realizan las

transformaciones pertinentes para poder buscar los valores en |la Tabal de la Normal:
PX<10+u)—PX<-10+pu)=P(Z <1'58)—P(Z < —1'58) =
=P(Z<1'58)—[1—-P(Z<1'58)] =0'9429 — (1 — 0'9429) = 0’8858
La probabilidad es de un 88’'58%
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