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EXAMEN MATEMATICAS UNED

Convocatoria Extraordinaria. Curso 2019-2020

CUESTIONES TIPO TEST

1. Ladistanciaentrelosplanos my = x+y+z=1yn,=x+y+z=3es:

a) 23
b) 2
o) 2/V3

Los planos dados son paralelos, ya que sus vectores normales son iguales.
La distancia entre dos planos paralelos se calcula aplicando la siguiente férmula:

IA-p1+B-pz+C-p3+DI{ P = (p1,p2,P3) € Ty

d(my,mp) = d(P,m3) = 7| m,=Ax+By+Cz+D=0

4 _ap _J1-04+1-0+1-1-3] 2 P=(0,0,1)€ m,
(my,2) = d(P,m3) = T2+ 12+ 12 —ﬁ anx+y+Z—3:0—>n_n2)(1,1,1)

2. lasrectasr:x —1 =y+1=z—2ys:x+2=y7+2=%:
a) No se cortan en ningln punto
b) Se cortan en un Unico punto

c) Son coincidentes

Para saber cual es la posicion relativa de las rectas r y s estudiamos la posicién de sus vectores

directores:
u—‘r') = (1r 1! 1) —_— —
. *
{us = (1, 2,4‘) U Us
Como T = 2 { Se cortan —E)Lu_;;u_s’ pertenecen al mismo plano
Se cruzan = PQ,u,, us no pertenecen al mismo plano
) Rectar: P = (2,0,3) — _
Por ejemplo {Recta rQ = (—1,0,5) - PQ =(2,0,3)—(—1,0,5) =(3,0,—-2)
. 3 0 =2
[PQ,u_T’,u_S’] =111 1(=012-44+0)—-(—2+6+0)=4+0-> Sonvectores L.I.
1 2 4

PQ,u;, ug no pertenecen al mismo plano - Las rectasr y s se cruzan

[ 1
© CENTRO DE ESTUDIOS LUIS VIVES L



Matematicas Il PCE - Septiembre 2020

3. Llarectary el plano mt dados por:

x+1 y+2 z-1

T > 1 > yr=x+y+z=1

a) Se cortan en un punto
b) Larectar estd contenida en el planomt
¢) No se cortan en ningun punto

Estudiamos la posicidn de los vectores directores de la recta r y del plano mt:

Se cortan en un punto - u, *n, # 0
— { Recta perteneciente al plano - u, *n, =0yP €n

{u_; =(2,-1,2)
Recta paralela al plano - u,; *n; =0yP ¢&n

o = (1,1,1)

u,n;=02,-1,2)- (1,1,1)=2-14+(-1)-14+2-1=3# 0> rymsonsecantes

4. La ecuacién del plano que pasa por los puntos P(1, 0, 0); Q(0, 1, 0) y R(0, 0,1) es:
a) x+y+z=1
b) x+y—-z=1
) 2x+y—2z=1

Si el plano pasa por los puntos P, Q y R entonces los puntos pertenecen a ese plano y cumpliran la
ecuacion, por lo tanto:
P(1,0,0)-14+0+0=1
T=x+y+z=1-:0(00,1,0-0+1+0=1
R(0,0,1)->04+0+1=1

5. El coseno del angulo formado por los vectores W y W, siendo P(1, 0, 1); Q(2,1,-1) y R(1, 2 ,1) es:
a) 1/3

b) —/3/6
c) \/6_/ 6

Hallamos, en primer lugar, las coordenadas de los vectores PQ y PR :

P=(1,01) _=x . o
{Q=(2,1,—1)_’PQ_(2'1' 1) —(1,0,1) = (1,1,-2)

(h 2o~ PR= 2D -0 =020

El coseno del dngulo formado por los vectores PQ y PR sera:

PQ - PR (1,1,-2) - (0,2,0) 2 1 1-v6 6
oS = ————~ = = = = -
|PQ|-|PR| 12+ 12+ (=2)2-vV0Z+22+02 2V6 V6 +6-v6 6

[ 2
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6.

El area del paralelogramo formado por los vertices A(1, 1, 0); B(0, 2, 2); C(3, 3,0) y D(2, 4,2) es:
a) 8

b) 2v2

c) 43

A la hora de obtener el drea de un paralelogramo no hay que olvidar que los vectores que empleamos
durante el proceso tienen que partir del mismo vértice, luego:

A, =|ABxAD|=/(=4)2 + 42 + (—4)2 =48 =423 =43

A(1,1,0) L
B(0,2,2 AB=(0,22)—(1,1,00=(-1,1,2) -—= -—— |l J k L
©, )—>{_, (0,2,2) = ( ) =( )—>AB><AD=_1 1 2|=-41+4/—4k
€(3,3,0) AD = (2,4,2) — (1,1,0) = (1,3,2)
D(2,4,2)
La ecuacidn del plano que contiene a las rectas:
x+1 x—5
r— =y=z+1ys: > =y—4=z

Es:

a) 3x—4y—-2z+1=0
b) x+2y+3z=1

c) x+4y—z=0

Si el plano contiene a las rectas r y s su vector normal es perpendicular simultdneamente a los vectores
directores de las rectas, es decir, el vector normal del plano se obtiene multiplicando vectorialmente los
vectores directores de ry s.

Cuando las rectas son paralelas (sus vectores directores son iguales o proporcionales) esta estrategia no
sirve. En este caso, para hallar el vector normal del plano multiplicaremos el vector director de una de
las rectas por otro vector formado por un punto de cada recta (vector también perteneciente al planoy
por ende perpendicular al vector normal del mismo).

— u—):(z’l’l)
=(2,1,1 T
Rectasparalelas{:ii_gz 1 1§—> A=(1,1,0)€er
. B=(3,3,-1)€s
T Tk .
Ny,=u.XAB=|p 1 1|=-31+4]+2k->n,;=(-3,42)
2 2 -1

El vector nn,; serd un vector igual o proporcional al calculado anteriormente, por ejemplo:

n;=03,-4,-2)>mt=3x—-4y—-2z+D=0
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—z=2
8. Laecuacién del plano que es ortogonal a la recta: r: {x;—_yzyzz o Y pasapor el punto P(1, 0, -1) es:
a) x—3y+2z+1=0
b) 2x+y+3z+1=0
c) 3x+y+3=0

Para definir un plano es necesario conocer un vector perpendicular al mismo y un punto.
Si el plano que buscamos es perpendicular a la recta r el vector director de dicha recta coincidird con un
vector normal del plano.

— _ —_— __ _ - - E
m=Ex+y—-z=2 (g, =1LL-1) _, _, _, [t J o s a7
r{ m,=x—2y=0 _’{n—m>=(1,_2,0)—>ur—nnlxnn2—i 12 —01— 21— — 3k

@ =(=2,—-1,-3) = (4,B,()

P(1,0,-1) >n=-2x—y—3z—1=0

nEAx+By+Cz+D=O{

n=-2x—y—3z2+D=0-Pen—>-2:-1-0-3:-(-1)+D=0-D=-1

Todos los planos iguales o proporcionales a: 1 = —2x —y — 3z — 1 = 0 son el mismo, por lo tanto la
solucién del ejercicioessm=2x+y+3z+1=0

-2 1 1
9. Elrango dela matriz A =( 1 -2 1 )es:
1 1 -2
a) Uno
b) Dos
c) Tres

El rango de una matriz indica el nUmero de lineas linealmente independientes que dicha matriz posee.
Que su determinante sea distinto de cero implica que todas sus filas o columnas son independientes
entre si, por eso para calcular el rango de A analizamos sus determinates:

2 1 1
Als=|1 -2 1|=(-8+1+1)—(-2-2-2)=-6-(-6)=0-RgA+3
1 1 -2
=7
=, |=1-(2=320-Rga=2

3x+y=1

x—y+2z=-3 es:

10. El conjunto de soluciones del sistema: {
a) {(11-32,-1-21):1€R}
b) {(1-34,4—-1-21):12€R}
c) {(-1-24,1-34L1):1€R}

e
IN
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Dado que es un sistema de 3 ecuaciones con 2 incégnitas (n2 ecs. < n2 incdgn.), se trata de un sistema
compatible indeterminado (infinitas soluciones).

3 =1 =1-3
{xﬂ’ B4 X o x—(1-30)+2z2=-3>4x+2z2=-2->7=-1-2x

x—y+2z=-3

x=A2
{y:1—3x=1—3/1 VAER
z=-1-22

11. El Sistema de ecuaciones:

X—y+2z=-2

[3x+y—22=1
S5x—y+2z=4

a) Tiene una Unica solucién
b) No tiene solucion
c) Tiene infinitas soluciones

Discutimos el sistema usando el Teorema de Rouché-Frobenius:

3 1 -2 .
A=(1 -1 2 |>lAl;=0; Al =|; |#0-Rga=2

5 -1 2
31 -2 1 3 1 1

A=|1 -1 2 =2|-|Alz=1 -1 -2[#0->RgA* =3
5 -1 2 4 5 -1 4

Luego, como Rg A* # Rg A se trata de un sistema incompatible y no tiene solucion.

a b c
12. Sila siguiente matrizA = (d e f) tiene como determinante -3, entonces el determinante de la matriz
g h i
b ¢ a
B dada por B = (e f d> es:
h i g
a) Det(B)=3
b) Det(B)=-3
c) Det(B)=9

Aplicando las propiedades de los determinantes tenemos:

a
=(-1)-(-1D|d =(-1)-(-1)-3=3

S o

c
!
l

«Q

oo

s b
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Como se trata de una matriz de orden 2 hallaremos su inversa usando el método de Gauss-Jordan.

ain=(2 23 Y=ren(d R Doaioni( Y

oo (20 (-1 2 . )
14. Dadas las matrices: A = ( ) B = ( 3 0) la matriz AB es:

0 —1
a) AB:(_42 _03)
b) AB=(:§ g)
2

o 4B =(7; _43)

Operamos:
p_(2 0\ (-1 2y_( 2:(-1)+0-3 2:24+0-0 )_ -2 4
A B_(o —1) (3 0)_<0-(—1)+(—1)-3 0:24+(—1):0 ‘(_3 0)
2 3 0
15. DadalamatrizA=| 1 —1 4 ), lasuma de loselementos de la diagonal principal de la matriz A + 2|,
-2 0 1

siendo / la matriz identidad, es:

Efectuando la operacion que se indica en el enunciado obtenemos:

2 3 0 1 0 O 2 3 0 2 00 242 3 0
A+2I=(1 -1 4)+2{({0 1 0J={1 -1 4])+|l0 2 0]= 1 -14+2 4
-2 0 1 0 0 1 -2 0 1 0 0 2 -2 0 142
Siendo la suma de los elementos de la diagonal principal: S =44+14+3 =8

Respuestas correctas: 1c), 2a), 3a), 4a), 5¢), 6¢c), 7a), 8b), 9b), 10a), 11b), 12a), 13c), 14b) y 15b)

¢ b

oo
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PROBLEMAS MODELO 1

1. Dada la siguiente funcion:

f(x)zi;3

a) Describa el conjunto de puntos donde la funcidn es continua.

b) Estudie sitiene asintotas y en caso afirmativo calcule sus ecuaciones.

c) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y en el caso de existir calcule
los extremos relativos.

d) Haga un dibujo aproximado de la grafica de f.

a)

La funcién no existe cuando el denominador se anula, es decir:

5% =7
f(x):m*?c+3:0—>x:—3 - D=R—{-3}

Solucidn: La funcidn es continua en todo el conjunto de los nimeros reales menos en el punto x = -3

b)

Estudiamos la existencia de asintotas:

» Asintotas verticales:

Como hemos estudiado en el apartado anterior, la funcidén es continua en todos los numeros reales
excepto en x = -3. Veamos si hay asintotas verticales en ese punto.

x—2 —2999..9-2

lim f(x) = 11 = —o0
AV.enx=-3- lim f(x) = +00{ " 7° A +3 —2999..9+3
x—>=3 x—2 —3000..1-2

hm flx) = hm = 400

-x+3 —3,000..1+3

Conclusion: Hay una asintota vertical en x = -3.

» Asintotas horizontales:

Para que la funcidn tenga asintotas horizontales tiene que existir su limite cuando ‘x’ tiende a infinito
y ser un numero:

X
lim f(x) = lim =1-

y = hm flx) =147 x_)+°°§t3
+
hm fx) = gmmx+3 1

Conclusion: Hay una asintota horizontal eny = 1.

oo

7 b
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NOTA: Cuando hay A. H. no hay asintotas oblicuas.

c)

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento necesitamos establecer unos intervalos de estudio.
Para ello tenemos en cuenta:

> Dominio de la funcién: D = R — {—3}

» Puntos criticos: Maximos y minimos — f'(x) = 0 = No hay ni maximos ni minimos relativos

1-(x+3)—-1-(x—2) 5
(x +3)? " (x+3)2

x—2
f(x)=m—’f'(x)=

f') =

m - f'(x) =0—->5 % 0 - No tiene solucion

Con los datos anteriores establecemos los siguientes intervalos:

(—=00,-3) fl(x)=+/+>0 La funcidn es creciente es este intervalo

(—=3,+x) ffx)=+/+>0 La funcion es creciente es este intervalo

d)

10

=18 -10 -5

—
00)
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2. Calcule las siguientes integrales:

J-—Zx +3x+3
x2+1

tg2-x
b) J.1+4 2

C) f Cosx dx

5+3sen x

a)

f—2x3+3x+3

11 dx — Integral racional impropia (grado P(x) > grado Q(x))

_ R

—2x3+43x+3 _ _
I = f— dx — Efectuamos la divisién de polinomios:D =C-d + R — i C +E

x24+1
I—f_2x3+3x+3d _f[ ) +<5x+3)]d _f Y +f5x+3d
- X2 +1 = T o)l T xexT ey
5x + 3 5x 3
I:f—Zxdx+fx2+1dx=f—2xdx+fx2+1dx+fx2+1dx
1—f2d+f5xd+f3d—zfd+51f2d+3f1d
B xax 2+1 " x2+1 7" Y 2) x2+1 1Y

I = zf dx +5 1j ox d+3f ! dx = 2+5L(2+1)+3 tg(x)+C
= X ax 2 x2+1x x2+1 X = —X an arctg(x

Solucién: I = —x? +g Ln(x*+1)+3arctg(x) +C

b)

ftgz'xd—tzf a d—tzlf 8x d—tgzL(1+42)+C
x=19 x2 = T+4x2 ¥~ g " *

Solucion: I = Ln(l + 4x2) +C

© CENTRO DE ESTUDIOS LUIS VIVES

—
O



Matematicas Il PCE - Septiembre 2020

c)

u=senx

cos x
—— dx - Realizamos un cambio de variable - _ du
5+ 3 senx du_COSde_)dx_cosx

I_f coSs x d _f COS X du _f du _1f 3du —1L (54 3u) + C
") 5+ 3senx = 5+3u cosx JS5+3u 3J5+3u 3 " v

1
Deshaciendo el cambio de variable:u = senx - I = 3 In (54 3senx) +C

Solucién: I = % Ln (5 + 3 senx) + C

[ 10 )=
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PROBLEMAS MODELO 2

1. Responda a las siguientes preguntas justificando las respuestas.

a) Con los digitos 0, 2, 4, 6 y 8 icuantos numeros distintos de tres cifras, es decir entre 100 y 999,
podemos formar?

b) En una clase de 13 estudiantes se quiere un grupo de 4 estudiantes para realizar un trabajo, é cuantos
grupos distintos se pueden hacer?

¢) ¢Cuantas palabras distintas de cuatro letras se pueden formar con las letras de la palabra “VIRTUAL”
si las vocales tienen que estar en las posiciones pares y no se puede repetir ninguna letra?

d) Se lanza una moneda que no estd trucada tres veces. ¢ Cual es la probabilidad de sacar al menos dos
caras?

a)

Buscamos las variaciones con repeticidon de 5 digitos (0, 2, 4, 6 y 8) tomados de 3 en 3 (nUmeros de tres 3
cifras). Esto se debe a que el orden de los elementos importa, no usamos todos los nimeros y que los
podemos repetir.

VRpyn =m" - VRg 5 = 53 = 125

Solucidn: Hay 125 posibles nimeros de tres cifras que podemos formar con los digitos 0, 2,4, 6y 8.

b)

En este caso hay que calcular las combinaciones sin repeticion de 13 alumnos escogidos de 4 en 4. Esto se
debe a que el orden de los elementos no importa y no podemos coger a la misma persona dos veces.

c _(m): m! N :(13): 13! _91-10-11-12-13 _10-11-12-13
mn T A\n) T al-(m=n)! BT N4/ T 41 (13 - 4)! 419! 41
/13y 10-11-12-13
61314_(4)_ 1234 ©°

Solucion: Hay 715 formas de elegir grupos formados por 4 alumnos escogidos de entre los 13 que hay en la
clase.

c)

Para realizar este apartado vamos a calcular, en primer lugar, el nimero de formas de colocar las vocales en
las posiciones pares en una palabra formada por cuatro letras, y en segundo lugar, el nUmero de formas de
colocar las consonantes en el resto de lugares que quedan.

En ambos casos se trata de variaciones sin repeticion, ya que el orden de las letras importa, no las cogemos
todas para formar la palabra de cuatro letras y no se pueden repetir.

(
| 11
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Colocamos 2 de las 3 vocales en lugares par — V3,

Vi =m-(m=1)-(m=2)---(m-n+1) {Colocamos 2 de las 4 vocales en otros lugares -V, ,

Vocales > V3,=3-(3—-2+1)=3-2=6
Consonantes > Vy, =4-(4—-2+1)=4-3=12

Hay 6 palabras distintas de 4 letras que podemos formar con las vocales |, U, A de la palabra VIRTUALy 12
palabras distintas de 4 letras que podemos formar con las consonantes V, R, T, L. Es decir, en total podemos

formar: Total = 6 - 12 = 72 palabras con las condiciones mencionadas en el enunciado.

Solucion: Se pueden construir 72 palabras con las condiciones mencionadas en el enunciado.

d)

El espacio muestral del experimento del enunciado es:
E ={CCC,XCC,CXC,CCX,CXX,XCX,XXC, XXX}
Se trata de una experiencia dicotdmica (esquema éxito-fracaso), siendo:

C = Sacar cara al lanzar una moneda — Exito:p = P(C) = 1/2
R = Sacar cruz al lanzar una moneda — Fracaso: q = P(R) = 1/2

Cuando esto ocurre, la probabilidad de la variable de estudio X se distribuye siguiendo una distribucién

. : 1 . .
binomial: B(n,p) = (3,5) - n:n?de veces que se realiza el experimento

X = Numero de caras obtenidas al lanzar la moneda 3 veces

Siendo la probabilidad de sacar al menos dos caras:

P(X22)=P(X=2)+P(X=3)=[(§)- - 2] [ %3 )3_3]
[(—)][H]

Solucion: La probabilidad de que salgan al menos dos caras al lanzar una moneda tres veces del 50 %

[ 12 )=
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2. Losdatos recogidos hasta el mes de Agosto indican que el 0,5 % de la poblacién Espafiola tiene o ha tenido
el corona virus. Entre las personas infectadas el test modelo A da un resultado positivo en el 90 % de los
casos, mientras que entre los no infectados da un resultado positivo en el 0,5 % de los casos.

a) Dibuja el diagrama en arbol.
b) ¢Cual es la probabilidad de que, escogida una persona al azar, de un resultado positivo?
c) ¢éCudleslaprobabilidad de que una persona que ha dado negativo tenga o haya tenido el corona virus?

a)

Inicialmente definimos los sucesos:

Suceso V: Estar infectado de corona virus.
Suceso NV: No estar infectado de corona virus (suceso opuesto del suceso V).

YV V V

Suceso P: Dar positivo en el test de coronavirus.
Suceso NP: No dar positivo en el test de coronavirus (suceso opuesto del suceso P).

A\

Elaboramos un diagrama en arbol para visualizar la informacién aportada en el enunciado:

0.5 P

0,005 </
' i
< IJ,1H“ MP
0,005 P
0,995 NV <
]

0,995

b)

La probabilidad de que una persona escogida al azar de positivo es:

P(P)=PV)-P(P/V)+ P(NV):P(P/NV)=0,005-0,9 + 0,995- 0,005 =9,47-10"3 ~ 0,95%

Solucién: Hay un 0,95 % de probabilidades de que la persona escogida al azar en Espaiia de positivo en
corona virus.

[ 13 )=
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c)
Dado que sabemos que la persona escogida ha dado negativo en el test, la probabilidad de que haya tenido

o tenga el coronavirus es:

P(VANP) P(V)-P(NP/V) 0,005-0,1 )
Teorema de Bayes —» P(V/NP) = PONP) = PONP) =099 -~ 5,05-107* = 0,05 %

P(NP)=1-P(P)=1-(9,47-1073) = 0,99

Solucién: Hay un 0,05 % de probabilidades de que una persona que ha dado negativo en el test haya
tenido o tenga el coronavirus.
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