Centro de esbudios

Examen de Matematicas EVAU - Junio 2024

A1l.- Calificacidon maxima: 2.5 puntos. Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: largos, inter-
medios y cortos. Puestos uno tras otro, tanto con dos listones largos y cuatro intermedios como con tres interme-
dios y quince cortos se consigue la misma longitud total. Un listén largo supera en 17 cm la medida de uno inter-
medio mas uno corto. Y con nueve listones cortos hemos de anadir 7cm para igualar la longitud de uno intermedio
seguido por uno largo. Se pide calcular la longitud de cada tipo de listén.

Llamamos z, v, z a las longitudes de los listones largos, medios y cortos, respectivamente. Dos largos y cuatro
intermedios (es decir, 2x+4y) miden lo mismo que tres intermedios y quince cortos (es decir, 3y+15z), asi que 2x+4y =
3y +15z. Unlistén largo (x) superaen 17 cm lamedida de uno intermedio mas uno corto (y + z),asique x = y+ 2z +17.
Por tltimo, nueve listones cortos mas siete centimetros (9z + 7) igualan a uno intermedio y uno largo (y + z), asi que
+T=y+uz.

Con todo esto tenemos el sistema de ecuaciones

2xr4+y—152=0

r—y—z=17
r+y—92="T7.
Podemos resolver este sistema con el método de Cramer: usando la regla de Sarrus tenemos |A| = —2. Asi, ten-
emos
0 1 -15
17 -1 -1
| A 7 1 -9
T |A| 9 cm
2 0 -15
1 17 -1
|A,| 1 7 -9

y, sustituyendo en la segunda ecuacién, z = x — y — 17 = 19¢m. Por tanto, los listones largos miden 107cm, los
medianos miden 71cm, y los cortos miden 19cm.
A2- Parala funcion f(z) = 2* + m2® + 7222 + 732 + 74, se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular la ecuacion de larecta tangente ala graficadef(x)enz =«

b) (1 punto) Probar que f(x) tiene, al menos, un punto con derivada nula en el intervalo (—, 0) utilizando justifi-
cadamente el teorema de Rolle. Probar de nuevo la misma afirmacion utilizando adecuadamente esta vez, el
teorema de Bolzano.

¢) (1 punto)si g(z) = f(—x) calcular el area entre las graficas de f(z) y g(z) en el intervalo [0, 7]

a) Larectatangente en x = 7 se puede escribir a partir de la ecuacién punto pendiente comoy — f(7) = f/(r)(x — 7).
Por ello habra que calcular los elementos de la grafica:

fm)y=na*4+n -1+ n 7?4+ 7% 747t =50t
f'(x) = 42® + 3n2® + 2n°2 + 1 = f'(x) = 107°

Solucién: De modo que la ecuacién de la recta tangente queda como:
y— 51t =107 (x — 1) = y= 10732 — 57t

b) La funcidn f(x) es polinémica y como tal, no tiene problemas de continuidad ni derivabilidad a lo largo del inter-
valo (—, 0). Ademas podemos comprobar que f(—m) = f(0) :

f-m) =7t = £(0) = *
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Por lo tanto, seglin el teorema de Rolle existe un punto del intervalo (—, 0) donde la derivada de la funcién se an-
ula. Para contrastar este resultado podemos contrastar con el Teorema de Bolzano, en este caso tomando la derivada
del apartado anterior (a la que llamaremos h(X) para evitar confusiones).

h(z) = f'(x) = 423 + 32?4 212 + 78
Esta funcién continta siendo polindmica, de modo que serd continua dentro del intervalo especificado en el enunci-
ado. Ademas habra que comprobar si laimagen cambia de signo en los extremos, es decir si h(—m)h(0) < 0.
h(—7) = f'(=7) = —27% y h(0) = 7 = h(—m)h(0) < 0

Dado que las premisas del teorema del bolzano se cumple, podemos afirmar que la derivada se anulard enun punto
delintervalo (—, 0).

¢) Tomando las funciones f(z) = 2* + 723 + 2% + w3+ 7ty g(2) = 2* — 72® + 7222 — 32 + 71, Determinamos
donde se cortan estas dos funciones igualandolas y determinando los valores de X.

4

4 2

x4—|—7m'3+7r2x2+773x+7r4:m —7rx3+7r2x —7r3m+7r4

23 4+ 282 = 0 = 2nx(2? +7%) =0
2rz(2? +7%)=0=>2=0y x = /-2 (A solucion R)
Ahora que sabemos que no se cortan dentro del intervalo indicado en el enunciado, debemos conocer qué funcién
va por encima. Tomando unvalorentrez = 0 y x = 7, por ejemplo x=1.
f)y=1+nr+7n2 4+ +7

g)=1—-n4+72 -7 474

Como podemos ver, g(1) < f(1) lo que implica que g(x) va por debajo en el intervalo. De este modo la integral

gueda como:
T T 4 0 5 3 5
/ [f(z) — g(z)]dx = / [2r2® + 2m3x)de = [Fg + 7T3£L'2:| = % + 7m0 = —;T
0 0

A3.- Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,1,0), se pide:

0

a) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano que pasa por los puntos Ay B es perpendicular al plano z = 0.

b) (1.5 puntos) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas r;, 7, que pasen por los puntos A y B respectivamente,
estén en el plano z + z = 1y tales que la distancia entre ellas sea 1.

a) Para determinar un plano necesitamos bien un punto y dos vectores contenidos en el plano, bien un puntoy un
vector normal al plano. En este caso el plano tiene que contener al punto A, como queremos que contenga también
a B tendra que contener el vector AB = (1,1, —1), y como es perpendicular al plano z = 0 tendra que contener a su
vector normal, n = (0,0, 1). Para que el plano buscado contenga a los dos vectores dados es necesario que su vector
normalseas = (1,1,—1) x (0,0,1) =¢ — j = (1, —1,0), asi que e | plano sera de la forma

T=x—y=D. (1)

Como el punto A tiene que ser solucion de esta ecuacion, necesitamos que se cumpla0 — 0 = D,asique D = 0y el
plano buscado sera
z—1y=0. (2)

b) El vector perpendicular al plano z + z = 1 es (1, 0, 1) de modo que podemos determinar que un vector perpen-
dicular a él estar contenido en el plano, por ejemplo (0, 1, 0). Empleando el producto vectorial podemos encontrar un
tercer vector que también estara contenido dentro del plano, en este caso: (0,1,0) x (1,0,1) = (1,0, —1). Estoimplica
gue un vector genérico perteneciente al plano viene dado por la combinacién lineal:

v =a(1,0,-1) +b(0,1,0) = (a, b, —a)
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Para determinar la relacién entre los valores de ay b, imponemos que la distancia de la recta r;, formada por este
vector y el punto A, al punto B debe ser 1. Es decir:

d(ry. B) = AB x (a,b,—a)

_—:1
202 + b
011 x (@b | (b-a)vD
202 +b V2a? + b?

Resolviendo esta ecuacion encontramos los posibles valoresde ay b.
(b—a) V2 2 2 2
——r—=1=2(b—-a)"=2a"+b
V2a? + b? ( )
De donde extraemos que b = 00 b = 2a. Porlotanto el vector director de larecta podriaser (1,0, —1) obien (1,4, —1).
Seleccionando, por ejemplo, el primer vector encontramos que las rectas podrian ser:
= (l'vya Z) = (O’ Oa 1) + )‘(1,07 _1)
re = ($7y7 Z) = (17 1, 0) + t(l, 0, _1)
- 11 1 =
A4.- Sabiendo que P(A4) = 20° P(A|B) — P(B|A) = 2 P(AnN B) =3/10,se pide:

a) (1.5 puntos) Calcular P(A N B) y P(B)

b) (1.5puntos)Calcular P(C),siendo C otro suceso del espacio muestral, independiente de Ay que verifica P( AU
14
C)= 3F

. 9 _
a) Aprovecharemos las propiedades P(A) = 1 — P(A)

P(ANB)=P(A) - P(ANB)=1-P(A)-P(ANB) =1 n_s_3

Parael segundoresultado empleamos la definicién de probabilidad condicionada: P(A|B) = P(AN B)

WQP(BM)
P(ANB) )
Wdemodoque. 3
P(AN B) 20
P(B|A) = = =-=0,67
20
1 P(ANB) 1 1
P(A\B)—P(B|A)_ﬂ P(B) ~3= %
3 3 3
20 _ (1,1 20 _3 _20 _2
pE  Gat3 T pE s T TB =g =504
8

Solucién: P(ANB) =0,15y P(B)=0,4

b) De laférmula P(AU C) = P(A) + P(C) — P(AN C)y teniendo en cuenta que al ser Ay C dos sucesos inde-
pendientes P(A) - P(C) = P(AN C) tenemos:

P(AUC) = P(A) + P(C) — P(ANC) = P(A) + P(C) — P(A) - P(C) = P(A) + P(C)(1 — P(A))
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De esta expresion se obtiene

14 9
B _PAUC)—P(A) 95 o0 _ 1 _
P(C)(1-P(A))=P(AUC)—-P(A) = P(C) = A= P(A) R 0,2
20
Solucién: P(C) = 0,2
3 -1 1 b 2b b 2 0 0
B1.- Consideremos las matricesreales A = (1 1 1]|,B= 1|20 3 b|,C= (0 2 0]conb # 0,se
1 -1 3 b b b 0 0 3

pide:
a) (1.25 puntos) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica BCB~! = A.

b) (0.75 puntos) Calcular el determinante de la matriz AA®.

T 3
c) (0.5 puntos) ResolverelsistemaB |y | = | -1
z 1
a) Laecuacion que nos piden es equivalentea BC = AB tras multiplicar ambos lados por B. Por otro lado, podemos
1 2 1
escribir lamatriz Bcomob | 2 3 1 |.Conesto,nos queda laecuaciéon
1 1 1
1 2 1 2 0 0 3 -1 1 1 2 1
bl2 3 1 0 2 0)J=1(1 1 1}|b(2 3 1
1 1 1 0 0 3 1 -1 3 1 1 1

Podemos cancelar las b y nos queda una ecuacion independiente de b. Calculando ambos lados, vemos que dan lo
mismo, asi que esa ecuacién se cumple para todos los valores de b (salvo b = 0, en cuyo caso no tiene inversa).

b) Podemos usar propiedades de determinantes para ahorrarnos trabajo: |AA?| = |A||A?| = |A||A| = |A|?. Asi,
basta con calcular el determinante de A con la regla de Sarrus.

3 -1 1
det{1 1 1)]=9-1-1-14+3+3=12,
1 -1 3

asique |AA?| = 122 = 144.
c) Podemos resolver la ecuacion multiplicando por la inversa de B para obtener

x 3
y|=B""1(-1
% 1

Calculamos lainversade B en el caso b = 1 através de la férmula de la adjunta:

1
B! = — Adj(A)". (3)
B
El determinante de B es, por la regla de Sarrus, | B| = —1,y la adjunta es
2 -1 -1
Adj(B)=|-1 0o 1|,
-1 1 -1
y lainversaes
-2 1 1
Bl'=(1 0 -1
1 -1 1
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Multiplicando esto por el vector (3, —1,1)?, llegamos a

B2.- Calcula:
a) (1.25 puntos) [} (z + 2)in(z)dx
b) (1.25 puntos) lim,_, z (tg(x/2))*/s®)

2
a) Esta integral se puede hacer por partes tomando u = Inz, dv = © 4 2,du = 1/xdx,v = % + 2z. Nos queda

€ x? ¢z x? z? e?
/1 (z + 2)in(x)dx = (? + 2z)In(z) — /1 (5 +2)dz = [(7 + 2z)In(z) — (Z +22)]|§ = 29.

b) Podemos probar el limite sustituyendo:

Tim (tg(w/2))!/°o() = tg(m/a)!/eostm/ D=1,

que es una indeterminacidn de tipo 1/0 y hay que trabajarla con limites laterales. Tenemos

lim (tg(l,/Q))l/cos(w) _ 11/0_ _ 17007

o+
T3

lim (tg(x/2))/0°@ = 11/07 = 1%,
2

r—

Ambos casos son indeterminaciones de tipo 1°°, que se resuelven reescribiéndolo como

1

1 . . sin(w/2)—cos(z/2)
lim (tan(g)) FHE ehmeWﬂ cosl(m) (tan(z/2)—1) _ ehmwﬁwﬂ cos(z)cos(®/2)  — 60/0.
=

Podemos trabajar el limite del exponente con LHopital:

sin(w/2) = cos(w/2) _ Leos(x/2) + Lsin(z/2) _ v, @)
x—lgl/z cos(w)cos(z/2) x—1>21/2 —sin(z)cos(x/2) — cos(x)Lsin(z/2) f% N

Por tanto, el limite es e~!

B3.- Alordenador de unaimpresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de los cuatro vértices P, P, P5, P,
de un tetraedro sélido, el cual construyé a momento. Se sabe que P, (1,1,1), P»(2,1,0) y P5(1, 3, 2), pero del cuarto
punto P,(3, a, 3) hoy no estamos seguros del valor de su segunda coordenada.

a) (1.5 puntos) A partir de la cantidad de material utilizado por laimpresora sabemos que el volumen del tetrae-
droesV = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas supera la altura de laimpresora, que
es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) (1punto)Dado el punto Q(3,3,3) se quiere imprimir ahorael paralelepipedo que tiene alossegmentos P, P,, P, P3
y P;Q como aristas. ;Cudles serian los valores de las coordenadas de los ocho vértices del paralelepipedo que
habria que suministrar a ordenador?

a) El volumen de un tetraedro cuyas aristas son los vectores u, v, w es un sexto del determinante de esos tres vec-
tores (o, lo que es lo mismo, su producto mixto). En nuestro caso, las aristas son

PP, = (1,0,—1)
PP = (0,27 1)
PP, = (2,0,7 1a2)>
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asi que el volumen es
1 0 -1 1
0 2 1] ==[(—a+9).
2 a—1 2| O
Estoesigualalsia = 30sia = 15, perosia = 15 la arista P; P; mide v/4 + 142 + 4 que es mayor que 10, y no cabe
en laimpresora. Por tanto, a = 3.

b) Dado el punto (), podemos sacar otros tres puntos A, B, C del paralelepipedo a partirde A = Q + PP, =
(4,3,2),B=Q+ PP = (3,5,4)yC =Q+ P,.Q = (5,5,5).

Conseguidos esos tres puntos (4 contando con el propio Q) podemos obtener los otros cuatrocomo D = A +
PiP;=(4,6,3),E =B+ P,Q=(576),F=C+PP,=6,54yG=FE+ PP, = (6,7,5).

B4.- Tenemos dos dados no trucados de seis caras, uno azul y unorojo. Las caras estan numeradasdel 1al 6. Enun
determinado juego lanzamos dos dados. Para calcular la puntuacion obtenida, se sigue el siguiente procedimiento:
si el nimero obtenido en el dado es par, se le suma el doble del nimero obtenido en el dado rojo; si el nimero
obtenido en el dado azul es impar, se le suma el nimero obtenido en el dado rojo. Se pide:

1. (1 punto) Calcular la probabilidad de obtener una puntuacion de 10. Calcular la probabilidad de obtener una
puntuaciéon impar.

2. (1.5 puntos) Calcular la probabilidad de haber obtenido un nimero par en el dado azul sabiendo que la pun-
tuacion final ha sido 8. Calcular la probabilidad de haber obtenido un nimero impar en el dado rojo sabiendo
que la puntuacioén final ha sido un nimero par.

a) Las posibles combinaciones que dan una puntuacionde 10 son: sacarenelazulun2yenelrojoun4,enelazulun
4yenelrojoun3,enelazulunéyenelrojoun2,ysacar uncinco en cadadado. La probabilidad de cada combinacién

es1/6-1/6 = 1/36. Como son sucesos excluyentes (o, lo que es lo mismo, ramas distintas de un arbol), la probabilidad
total sera la suma de todos los 1/36 que nos da cada rama, es decir, P(10) = 4 - 3= = 1/9.

b) La primera pregunta la podemos calcular mediante el teorema de Bayes:

P(Azul — par N 8)

P(Azul — par|8) = PR)

Las combinaciones que dan 8 son azul 2y rojo 3, azul 3y rojo 5, azul 4y rojo 2, azul 5y rojo 3, azul 6 y rojo 1: en total,
cinco combinaciones. La probabilidad de cada una es 1/36, asi que en total, P(8) = 5/36. De estas, sélo tres tienen un
resultado par en el dado azul, asi que P(azul — par U 8) = 3/36. Por tanto, P(Azul — par|8) = 3/5.

Para la segunda pregunta, observamos que si el nimero obtenido en el dado azul es par, la puntuacion sera par
automaticamente. En cambio, si la puntuacion en el azul es impar, la puntuacién total sera par sélo si el resultado del
rojo es impar también. Aplicamos de nuevo el teorema de Bayes:

P(Rojo — impar U Total — par)
P(Total — par) '

P(Rojo — impar|Total — par) =

Por la discusion anterior, si el rojo es impar la puntuacion total es par tanto si azul es par como si no. Por tanto,
P(Rojo — impar U Total — par) = P(Rojo — impar) = 1/2. Por otro lado, P(Total — par) = P(Azul — par) +
P(Azul — impar)P(Rojo — Impar) = 1/2+ 1/4 = 3/4. En total, entonces,

P(Rojo — impar|Total — par) = 2/3.
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