Centro de estudios

FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

Recuerda:

> Puntos de una funcion:

_ — 2 _ 5
y=f(x)=x*—-—2x+3 {y=
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» Dominio de una funcion: Todos los valores de ‘x’ para los que existe ‘y’.

X y=flx)
-2 11
-1 6
0| 3
1 2
3

Dom f(x) = Todos los nimeros reales
Dom f(x) = D = {R}

» Imagen de una funcién: Conjunto de valores de ‘y’.
Im f(x) = Nameros reales desde el 2 (incluido)hasta + © — Ver grafica (eje y)
Im f(x) = I ={[2,+0)}
Obtener tres puntos pertenecientes a las siguientes funciones:

) f(x)=2x-1

) f(x)=x2—-x—-1
) ) = 2
)
)

N T Q

2

f(X) — —x+2

x—-1
f(x) =vVx+5
f(x) = logx — Recuerda que no existen los logaritmos de los nimero negativos y el cero.

g) f(x)=e*

o

>0

. Comprobar si los siguientes puntos pertenecen a la funcion f(x) = x? —x — 1:

a) A=(1,0)

b) B =(1,-1)
¢) C=(0,-1)
d) D=(-25)
e) E=(-1,-1)

. Calcula la coordenada en ‘y’ del punto de la funcion f(x) = ;XT? cuyo valor en ‘x’ es:

a) x=1
b) x=0
c) x=-1
d x=-2
e) x=3
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4. Calcular el dominio de las siguientes funciones:

a
b

)
)
c)
d)

)

e
f)
g)

fx)=2x—-1
fx)=x?—-x-1
3x+2
fx) =
f(x) = —1 — Recuerda que f(x)no existe cuando se anula el denominador.

f(x) =+vVx+5 - Recuerda que no existen las raices de nimeros negativos.
f(x) = logx — Recuerda que no existen los logaritmos de los nimero negativos y el cero.

fx) =e*

5. Calcular la imagen de las siguientes funciones:

o 9

o 0

)
)
)
)
)

N

)
)

va

NOTA:

fx) = 2x—1
fx)=x?—-x-1
f( ) __3x+2
f(x)'— —x+2
f(x)—v

fx) = logx

fx) =e*

Representa grdficamente las funciones para ver cudles son los valores que toma ‘y’. Para

ello puedes utilizar programas como Geogebra.

6. Esboza las siguientes funciones dando valores (como minimo 4 valores, 2 positivos y 2 negativos):

f)
g)

fx)=2x—-1
fx)=x*—x-1
FOx) = 3x2+2

flx) ===
fx)=Vx+5
f(x) = logx

flx) =e”
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LIMITE DE UNA FUNCION

Recuerda:
» Limite de una funcién en un punto:

Permite calcular el valor al que se acerca la funcién (y = f(x)) cuando ‘x’ se aproxima a un
nUmero.

Valor aproximado — linll(x2 -2x—-1)=(1)?-2-(1)—-1=-2
X—

Valor exacto - f(x) =x* —2x—1- Cuandox=1- f(1) = (1)?-2-(1)-1=-2

> Limite de una funcién en el infinito:

Permite calcular el valor al que se acerca la funcién (y = f(x)) cuando ‘x’ se aproxima a un
valor muy grande o muy pequeno.

Valor aproximado — lil+n (x2—-2x—1) = (+0)2 =2 (+0) =1 = +
X—+00
Valor exacto - f(x) = x* — 2x — 1 - Cuando x = 1010 - f(10100) = (10100)2 —-2-(101%0) -1
» Limites indeterminados:

o /o6 0/0:

= Se divide el numerador y el denominador entre la ‘x’ elevada al mayor
exponente o aplico l’Hopital.

(0]
l g
x-+o 2x+1 o)
x2_2x_ 1 _2 1 ., .2 1
limxz X2 xz—lim x X% _ © oo2=1—0—0_1_Oo
et 2% 1 ot 21 2 1 040 0
X2 T %2 x 2 Y

Comparacion de infinitos. Hay que fijarse en el co mas grande del numerador y
del denominador y luego compararlos.

i X2 —-2x—-1 o
ot 2x+1 o
0% — 200 —1

o rl =% — Porque 00? > 200
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o oo —oo: Operar.

lim \/xZ—Z—\/x2+x=oo—oo

x—+00

X—+00

m+w—+x>

lim (\/xz—z—\/x2+x)-( x2—2+\/m

(2 ix) (V@24 rx) (o 2) (e rx)

lim = lim
Xoo Va2 =2 +/x2 +x e a2 —24x% +x
i (x2-2)—(x2+x) = x*-2-x*-x i —x—2 0
im = = lm ==
X0 a2 —2 4 xt+x POVAZ—24 a2 +x V2 -2+ a2 +x @
x 2 2
“x % "o  _-1-0_ 1

-1
x>+ [42 2 x2 x 2 1 1+1 2
\/F_FJ’\/FJ’F Jl‘m+J”6
f(x)

o 0-o: Pasar a una indeterminacion del tipo co/0 6 0/0 - f(x)-g(x) = 7T

li 7) - =
x—l>l-|poo(x+ ) (2x+1) *-0
x 7
i x+7\ o . xTx 1+0 1
xlToo<2x+1)_oo_)xlToo2x 1210 2
* tx

o 0° 6 ©°: Hay que tomar logaritmos a ambos lados de la igualdad.

h(x) ; (& _
o 1% : Aplicar la formula: lim (@) = e:ertlzh(x) (g(x) 1)

x—a \gx)
1
. 2x + 1\x+1
lim ( > =1
x>+ \ X + 2
L 1 2x+1 1 2x+1 2
1 . x+ . x+1 x+
lim <2x + 1>x+ = exl—g-noo (M)( x+2 _1) = exl—g-noo (m)( x+2 _M)
x>+ \ X + 2

exl—g’nw (ﬁ)(%&’ﬁkz)) = exl—g—noo (Fﬂ)(%) = exl—i-li—noo (%)(%)

x—1 ) 0-0 0

lim (=21
exli“oo(x2+3x+z — e11040 = e

=1
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1. Calcule los siguientes limites:

a)
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lim(x? — 1)
x-1

lim (x? — 1)
xX—>—2

. x+3
lim—
x-1 2

. x+3
lim—
x-0 2

. x+3
lim—
x—-1 2

lim vx%2 + 3
xX—->-2

lim logx
x—100

lim e**3
x—4
lim e
x—--3
lim e
Xo—4

x+3

x+3

. Calcule los siguientes limites:

lim (x2 — 1)
X—00
lim (x?2 —-1)
X——00
lim 22
x—oo 2
3

x—oo X+1

lim Vx2 + 3

X—00

. Calcule los siguientes limites:

. x%+1
lim
x—+0 X—3
. x241
lim
x——oo X—3
2x%2—x+1

lim 3
x—+00 X°-3
x%-2x

lim >
x—+00 —X4“—4

lim (x?—2)— (2x% —x)
X—+00

lim V2x2 +1—+vVx2—x
x—+00

lim Vx+2—-+vx—-5

X—>+ 00

lim Vx24+x—1—-vV2x2+1

X—+ 00

lim (x—l)-( x )

X—+00 2x+1

Jim (2 - 4)(5)
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0 lim (22

) lim (1+L)x_1

xX—+00 xX+2
. 2\*
m) hm>(1—~—)
X—+00 3x
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CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD

Recuerda:
> Continuidad de una funcién en un punto:

o Tiene que existir la funcion en el punto.

o Los limites laterales cuando ‘x’ tiende al punto tienen que ser iguales y finitos.

o El valor de la funcion en el punto y el valor del limite de la funcion en el punto
tienen que ser iguales.

Ejemplo:
Estudio de la continuidad de la funciéon f(x) = x> —2x—1lenx =2

Cuandox=2->y=f(2)=22-2-2-1=-1- Existeel punto P = (2,-1)

lim(x? —2x—-1) = (2,000..1)2-2-(2,000..1) -1~ -1

x—-2+

lirzn_(xz —2x—-1)=(1,999..9)2-2-(1,999..9) -1~ -1
X—

Existe Li_l)lgf(x) = —1 porque ;Ll%!r fx) = ;Ll%l_ fx)=-1
f@ = lim fx) = lim £(0 = -1

Conclusién: La funcién es continua en x = 2

» Discontinuidad de una funcién en un punto:

o Discontinuidad evitable:

= (Caso 1: No existe la funcion en el punto.
= (Caso 2: La funcion en el punto no coincide con el limite de la funcion en el
punto.

o Discontinuidad inevitable o de 1° especie:
Existen los limites laterales pero son distintos.

= Salto finito: | lim f(x) — lim f(x)| = numero
x—-a x—-a

= Salto infinito: |lim f(x) — lim f(x)| =
x—at x-a~

o Discontinuidad esencial o de 2° especie:
No existe alguno de los limites laterales.
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1. Estudiar si las siguientes funciones son continuas en los puntos indicados:

a) f(x)—xZ—Zx—lenx=—1
b) f(x)= 416enx=2
c) f(x)— Lenx=1
d) f(x)—\/x—Benx—O
e) f(x)=Vvx+2enx=2
+1 <2
f) f(x)= {x 1§llz>2 enx =2

x+1 six<?2
—1six=>2

{ enx =2
h) f(x)—{x -1 six<0 . . _g

2x—1six>0

1/x  six<1
enx=1

Vvx+1six>1

i (x)—{em SIXSO0 L
x*+1six>0

k) f(x) = x|

) fl)=Ix+1]

i) flx)=

2. Indicar, en los casos que sea posible, el tipo de discontnuidad que se produce en las funciones
del ejercicio 1.
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DERIVABILIDAD

Recuerda:

> Derivada de una funcién en un punto:
o La funcion tiene que ser continua en el punto.

o Los limites laterales de la derivada de la funcion cuando ‘x’ tiende al punto tienen
que ser iguales y finitos.

Existe f'(a) = lxi_l)lc}f’(x) cuando f'(a*) = f'(a™) es decir 31)1(111 f'(x)= lg;l_ f'(x)

1. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados:

a) f(x)—x —2x—1lenx=-1
b) f(x)= = 16enx=2

c) f(x)= Lenx=1

d) f(x)= 3enx =0

e) f(x)—Vx+ enx—2

0 1= 452 e
9 f()= Z‘x“liiiiii enx =2

2x—1six>0
_(1/x six<1

Vx+ six=>1

enx=1

{
h) f(x)—{x -1 six<0 enx =0

j) f(x)={e’<+1 six<0 enx =0
x2+1six>0

k) f(x)=|x|

) f&) =Ix+1]

2. Calcular la funcion derivada de las funciones del ejercicio 1.
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MONOTINIA. MAXIMOS Y MINIMOS

Recuerda:

» Crecimiento y decrecimiento de una funcién.’
o Funcion creciente enx = a: f'(a) > 0

o Funcion decreciente enx = a: f'(a) <0

NOTA: Cuando no me especifican donde estudiar la continuidad de la funcidn, la estudio en los
puntos donde la funcion no esta definida (me fijo en el domino) y los puntos donde se anula la
primera derivada.

Ejemplo:
3 D=R-{1}-x=1
f(x) - * x3 — 3x?
(x—1)2 f’(x):m=06x=0yx=3

(=,0) = f'(~1) > 0
(0,1) - f'(0,5>0
1,3)-f'(2)<0
(3,+0) > f'(4) >0

Estudio del crecimiento y decrecimiento de la funcién en los intervalos

(—o0,0) - Crece
(0,1) - Crece
(1,3) - Derece
(3,+) = Crece

Concluson

15
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> Calculo de maximos y minimos relativos.
o Calculo de ‘x’ donde puede existir un maximo o minimo: f'(x) =0 - sacox = a
o Comprobacion:

=  Maximo: f"(a) <0
=  Minimo: f"(a) > 0

Ejemplo:

x3 ) x3 — 3x?
5> f(x) = 7=0->x=0yx=3

f®=a-12 G-1°

( n 6.0 -
x=0- f"(0) =——— =0 - Posible PI

, - .. (0—-1)*
Compruebo si se trata de un maximo o un minimo 63
x=3 —>f”(3) =W> 0 - Minimo
x=3
. . 27 3
Conclusén: Hay un minimo en el punto P = (3—) 3 27
IOy

1. Estudie el crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

Q

) f(x) =3x—x3

) f(x)=x*—-2x?>-8

) f(x)=x3+6x*+15x+4
)

)

N O

o

fa)=x+3
) = 70
 fo=2
g) f(x) =2

h) f(x) =x++x

e

i) f(x)=+vx+1

j) flx) = e+’

k) f(x)=ex

) f(x)=e*(2x?>+x—8)
m) f(x) =x+ In(x?—-1)

Inx

n f(x)=—
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2. Calcule los maximos y minimos de las siguientes funciones si es posible:

a) f(x)=x3-3x+2

b) f(x) =3x + x3

c) f(x)=x*-—8x2+3
d) f@)=m

e) f(x)=e*(12x?+x—8)
f) f(x)=x+In(x?-1)
g) f(x) =sen2x
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CURVATURA. PUNTOS DE INFLEXION

Recuerda:

> Concavidad y convexidad de una funcion.
o Funcion convexa (U)enx =a: f''(a) >0

o Funcion concava (N)enx =a: f''(a) <0

NOTA: Cuando no me especifican donde estudiar la continuidad de la funcidn, la estudio en los
puntos donde la funcion no esta definida (me fijo en el domino) y los puntos donde se anula la
segunda derivada.

Ejemplo:

3 D=R-{1}->x=1

6x
m=0—>x=0

X

== 1w =

(=0,0) > f"(-1) <0
Estudio la concavidad y convexidad de la funcién en los intervalos { (0,1) - f"(0,5) >0
(1,+) - f''(2) >0
(—,0) » Coéncavan
Conclusén { (0,1) > Convexau
(1, +) - Convexa U

» Calculo de puntos de inflexion.
o Calculo ‘x’ donde puede existir un punto de inflexion: f"’(x) = 0 - sacox = a

o Comprobacion: f""'(a) # 0

Ejemplo:

B x3 by« 6X _o —o
f(x)—m*f (x)—m— - X=

Compruebo si se trata de un punto de inflexion > x=0- f'""(0) # 0

x=0

3
y=/f(0)=

Concluséon: Hay un PI en el punto P = (0,0) _
(0 —1)?

0
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1. Estudie la concavidad y convexidad de las siguientes funciones:

) f(x)=3x—x°

) f(x) =x*-2x?-8

) f(x)=x3+6x%+15x+4
)

)

o N T Q

fa)=x+3

x+1

&) f(x) =
 fo=0

g) fl0) =2
h) f(x)=x++x

x2+x-2

i) f(x)=+vx+1
) f@)=e e
k) f0) = ex

—

) f(x) =e*(2x? +x —8)
m) f(x) =x+In(x? —1)

n) fx) ===

2. Calcule los puntos de inflexion de las siguientes funciones si es posible:

a) f(x)=x3-3x+2

b) f(x) =3x+x3

c) f(x)=x*—8x2+3
d) f(x)_;z—_:xf‘)

e) f(x) =e*(2x*+x—18)

f) f(x)=x+In(x?-1)
g) f(x) =sen2x
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