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PROFESORA: Charo Ramos Pérez 

CHARUKA 1 

 

 

REFUERZO MATEMÁTICAS II 
 

Bloque III: Análisis 
 

 

FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL 
 

 
Recuerda:  
 

 Puntos de una función: 

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑 → {
𝒙 = −𝟏

𝒚 = (−𝟏)𝟐 − 𝟐(−𝟏) + 𝟑 = 𝟔
  → 𝑷 = (−𝟏, 𝟔) 
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 Dominio de una función: Todos los valores de ‘x’ para los que existe ‘y’. 

 

 
 

𝑫𝒐𝒎 𝒇(𝒙) = 𝑻𝒐𝒅𝒐𝒔 𝒍𝒐𝒔 𝒏ú𝒎𝒆𝒓𝒐𝒔 𝒓𝒆𝒂𝒍𝒆𝒔 

𝑫𝒐𝒎 𝒇(𝒙) = 𝑫 = {𝑹} 
 

 Imagen de una función: Conjunto de valores de ‘y’. 

 

𝑰𝒎 𝒇(𝒙) = 𝑵ú𝒎𝒆𝒓𝒐𝒔 𝒓𝒆𝒂𝒍𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒔𝒅𝒆 𝒆𝒍 𝟐 (𝒊𝒏𝒄𝒍𝒖𝒊𝒅𝒐)𝒉𝒂𝒔𝒕𝒂 +∞ → 𝑉𝑒𝑟 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 (𝑒𝑗𝑒 𝑦)  

𝑰𝒎 𝒇(𝒙) = 𝑰 = {[𝟐,+∞)} 
 

 

1. Obtener tres puntos pertenecientes a las siguientes funciones: 

 

a) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 1 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 − 1 

c) 𝑓(𝑥) =
3𝑥+2

2
 

d) 𝑓(𝑥) =
−𝑥+2

𝑥−1
 

e) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 5 

f) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔𝑥 → 𝑅𝑒𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑛𝑜 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛 𝑙𝑜𝑠 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑟í𝑡𝑚𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 𝑦 𝑒𝑙 𝑐𝑒𝑟𝑜. 

g) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥   
 

2. Comprobar si los siguientes puntos pertenecen a la función 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 − 1: 

 

a) 𝐴 = (1,0) 

b) 𝐵 = (1,−1) 

c) 𝐶 = (0,−1) 

d) 𝐷 = (−2, 5) 

e) 𝐸 = (−1,−1) 
 

3. Calcula la coordenada en ‘y’ del punto de la función 𝑓(𝑥) =
−𝑥+2

𝑥−1
 cuyo valor en ‘x’ es: 

 

a) 𝑥 = 1 

b) 𝑥 = 0 

c) 𝑥 = −1 

d) 𝑥 = −2  

e) 𝑥 = 3 
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4. Calcular el dominio de las siguientes funciones:  

 

a) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 1 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 − 1 

c) 𝑓(𝑥) =
3𝑥+2

2
 

d) 𝑓(𝑥) =
−𝑥+2

𝑥−1
 → 𝑅𝑒𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑓(𝑥)𝑛𝑜 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑠𝑒 𝑎𝑛𝑢𝑙𝑎 𝑒𝑙 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜𝑟. 

e) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 5 → 𝑅𝑒𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑛𝑜 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛 𝑙𝑎𝑠 𝑟𝑎í𝑐𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜𝑠 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠.  

f) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔𝑥 → 𝑅𝑒𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑛𝑜 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛 𝑙𝑜𝑠 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑟í𝑡𝑚𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 𝑦 𝑒𝑙 𝑐𝑒𝑟𝑜. 

g) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥   
 

5. Calcular la imagen de las siguientes funciones: 

 

a) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 1 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 − 1 

c) 𝑓(𝑥) =
3𝑥+2

2
 

d) 𝑓(𝑥) =
−𝑥+2

𝑥−1
 

e) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 5 

f) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔𝑥  

g) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥   

 
NOTA: Representa gráficamente las funciones para ver cuáles son los valores que toma ‘y’. Para 
ello puedes utilizar programas como Geogebra.  

 
6. Esboza las siguientes funciones dando valores (como mínimo 4 valores, 2 positivos y 2 negativos): 

 

a) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 1 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 − 1 

c) 𝑓(𝑥) =
3𝑥+2

2
 

d) 𝑓(𝑥) =
−𝑥+2

𝑥−1
 

e) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 5 

f) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔𝑥 

g) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥   
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LÍMITE DE UNA FUNCIÓN  
 

 
Recuerda:  
 

 Límite de una función en un punto: 

Permite calcular el valor al que se acerca la función (y = f(x)) cuando ‘x’ se aproxima a un 

número. 

𝑽𝒂𝒍𝒐𝒓 𝒂𝒑𝒓𝒐𝒙𝒊𝒎𝒂𝒅𝒐 → 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏) = (𝟏)𝟐 − 𝟐 ∙ (𝟏) − 𝟏 = −𝟐 

 

𝑽𝒂𝒍𝒐𝒓 𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕𝒐 → 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏 → 𝑪𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒙 = 𝟏 → 𝒇(𝟏) = (𝟏)𝟐 − 𝟐 ∙ (𝟏) − 𝟏 = −𝟐 
 

 
 Límite de una función en el infinito: 

Permite calcular el valor al que se acerca la función (y = f(x)) cuando ‘x’ se aproxima a un 

valor muy grande o muy pequeño. 

 

𝑽𝒂𝒍𝒐𝒓 𝒂𝒑𝒓𝒐𝒙𝒊𝒎𝒂𝒅𝒐 → 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏) = (+∞)𝟐 − 𝟐 ∙ (+∞) − 𝟏 = +∞ 

 

𝑽𝒂𝒍𝒐𝒓 𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕𝒐 → 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏 → 𝑪𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒙 = 𝟏𝟎𝟏𝟎𝟎 → 𝒇(𝟏𝟎𝟏𝟎𝟎) = (𝟏𝟎𝟏𝟎𝟎)
𝟐
− 𝟐 ∙ (𝟏𝟎𝟏𝟎𝟎) − 𝟏 

 

 

 Límites indeterminados: 

 

o ∞/∞  ó  𝟎/𝟎 : 

 

 Se divide el numerador y el denominador entre la ‘x’ elevada al mayor 

exponente o aplico l’Hôpital. 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏

𝟐𝒙 + 𝟏
=
∞

∞
 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙𝟐

𝒙𝟐
−
𝟐𝒙
𝒙𝟐
−
𝟏
𝒙𝟐

𝟐𝒙
𝒙𝟐
+
𝟏
𝒙𝟐

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏 −
𝟐
𝒙 −

𝟏
𝒙𝟐

𝟐
𝒙 +

𝟏
𝒙𝟐

=
𝟏 −

𝟐
∞−

𝟏
∞𝟐

𝟐
∞+

𝟏
∞𝟐

=
𝟏 − 𝟎 − 𝟎

𝟎 + 𝟎
=
𝟏

𝟎
= ∞ 

 

 Comparación de infinitos. Hay que fijarse en el ∞ más grande del numerador y 

del denominador y luego compararlos. 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏

𝟐𝒙 + 𝟏
=
∞

∞
 

 

∞𝟐 − 𝟐∞− 𝟏

𝟐∞ + 𝟏
= ∞ → 𝑃𝑜𝑟𝑞𝑢𝑒 ∞𝟐 > 2∞ 
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o ∞−∞ : Operar. 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

√𝒙𝟐 − 𝟐 − √𝒙𝟐 + 𝒙 = ∞−∞ 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(√𝒙𝟐 − 𝟐 − √𝒙𝟐 + 𝒙) ∙ (
√𝒙𝟐 − 𝟐 + √𝒙𝟐 + 𝒙

√𝒙𝟐 − 𝟐 + √𝒙𝟐 + 𝒙
) 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(√𝒙𝟐 − 𝟐 − √𝒙𝟐 + 𝒙) ∙ (√𝒙𝟐 − 𝟐 + √𝒙𝟐 + 𝒙)

√𝒙𝟐 − 𝟐 + √𝒙𝟐 + 𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

(√𝒙𝟐 − 𝟐)
𝟐
− (√𝒙𝟐 + 𝒙)

𝟐

√𝒙𝟐 − 𝟐 + √𝒙𝟐 + 𝒙
 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒙𝟐 − 𝟐) − (𝒙𝟐 + 𝒙)

√𝒙𝟐 − 𝟐 +√𝒙𝟐 + 𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

𝒙𝟐 − 𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝒙

√𝒙𝟐 − 𝟐 +√𝒙𝟐 + 𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

−𝒙 − 𝟐

√𝒙𝟐 − 𝟐 + √𝒙𝟐 + 𝒙
=
∞

∞
 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

−
𝒙
𝒙 −

𝟐
𝒙

√𝒙
𝟐

𝒙𝟐
−
𝟐
𝒙𝟐
+√

𝒙𝟐

𝒙𝟐
+
𝒙
𝒙𝟐

=
−𝟏 −

𝟐
∞

√𝟏 −
𝟐
∞𝟐 +√𝟏 +

𝟏
∞

=
−𝟏 − 𝟎

𝟏 + 𝟏
= −

𝟏

𝟐
 

 

o 𝟎 ∙ ∞ : Pasar a una indeterminación del tipo ∞/∞  ó  𝟎/𝟎 → 𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙) =
𝒇(𝒙)

𝟏/𝒈(𝒙)
 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒙 + 𝟕) ∙ (
𝟏

𝟐𝒙 + 𝟏
) = ∞ ∙ 𝟎 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(
𝒙 + 𝟕

𝟐𝒙 + 𝟏
) =

∞

∞
 → 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

𝒙
𝒙
+
𝟕
𝒙

𝟐𝒙
𝒙 +

𝟏
𝒙

=
𝟏 + 𝟎

𝟐 + 𝟎
=
𝟏

𝟐
 

 

o 𝟎𝟎  ó  ∞𝟎 : Hay que tomar logaritmos a ambos lados de la igualdad. 

 

o 𝟏∞ : Aplicar la fórmula:  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

(
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
)
𝒉(𝒙)

= 𝒆
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒉(𝒙)∙(
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
 –𝟏)

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(
𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙 + 𝟐
)

𝟏
𝒙+𝟏

= 𝟏∞ 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(
𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙 + 𝟐
)

𝟏
𝒙+𝟏

= 𝒆
𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 (
𝟏
𝒙+𝟏

)∙(
𝟐𝒙+𝟏
𝒙+𝟐

 –𝟏)
= 𝒆

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 (
𝟏
𝒙+𝟏

)∙(
𝟐𝒙+𝟏
𝒙+𝟐

− 
𝒙+𝟐
𝒙+𝟐

)
 

𝒆
𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 (
𝟏
𝒙+𝟏

)∙(
𝟐𝒙+𝟏−(𝒙+𝟐)

𝒙+𝟐
)
= 𝒆

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 (
𝟏
𝒙+𝟏

)∙(
𝟐𝒙+𝟏−𝒙−𝟐

𝒙+𝟐
)
= 𝒆

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 (
𝟏
𝒙+𝟏

)∙(
𝒙−𝟏
𝒙+𝟐

)
 

 

𝒆
𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(
𝒙−𝟏

𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟐
)
= 𝒆 

𝟎−𝟎
𝟏+𝟎+𝟎 = 𝒆𝟎 = 𝟏 
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1. Calcule los siguientes límites: 

 

a) lim
𝑥→1

(𝑥2 − 1) 

b) lim
𝑥→−2

(𝑥2 − 1) 

c) lim
𝑥→1

𝑥+3

2
 

d) lim
𝑥→0

𝑥+3

2
 

e) lim
𝑥→1

𝑥+3

2
 

f) lim
𝑥→−2

√𝑥2 + 3 

g) lim
𝑥→100

log 𝑥 

h) lim
𝑥→4

𝑒𝑥+3 

i) lim
𝑥→−3

𝑒𝑥+3 

j) lim
𝑥→−4

𝑒𝑥+3 

 

2. Calcule los siguientes límites: 

 

a) lim
𝑥→∞

(𝑥2 − 1) 

b) lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 1) 

c) lim
𝑥→∞

𝑥+3

2
 

d) lim
𝑥→∞

3

𝑥+1
 

e) lim
𝑥→∞

√𝑥2 + 3 

 

3. Calcule los siguientes límites: 

 

a) lim
𝑥→+∞

𝑥2+1

𝑥−3
 

b) lim
𝑥→−∞

𝑥2+1

𝑥−3
 

c) lim
𝑥→+∞

2𝑥2−𝑥+1

𝑥2−3
 

d) lim
𝑥→+∞

𝑥2−2𝑥

−𝑥2−4
 

e) lim
𝑥→+∞

(𝑥2 − 2) − (2𝑥2 − 𝑥) 

f) lim
𝑥→+∞

√2𝑥2 + 1 − √𝑥2 − 𝑥 

g) lim
𝑥→+∞

√𝑥 + 2 − √𝑥 − 5 

h) lim
𝑥→+∞

√𝑥2 + 𝑥 − 1 − √2𝑥2 + 1 

i) lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1) ∙ (
𝑥

2𝑥+1
) 

j) lim
𝑥→+∞

(𝑥2 − 4) ∙ (
1

𝑥−2
) 
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k) lim
𝑥→+∞

(
𝑥+1

𝑥+2
)

1

𝑥
 

l) lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥+2
)
𝑥−1

 

m) lim
𝑥→+∞

(1 −
2

3𝑥
)
𝑥
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CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD  
 

 
Recuerda:  

 

 Continuidad de una función en un punto: 

 

o Tiene que existir la función en el punto. 

 
o Los límites laterales cuando ‘x’ tiende al punto tienen que ser iguales y finitos. 

 
o El valor de la función en el punto y el valor del límite de la función en el punto 

tienen que ser iguales. 

𝐄𝐣𝐞𝐦𝐩𝐥𝐨: 
𝑬𝒔𝒕𝒖𝒅𝒊𝒐 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏 𝒆𝒏 𝒙 = 𝟐 

 

𝑪𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒙 = 𝟐 → 𝒚 = 𝒇(𝟐) = 𝟐𝟐 − 𝟐 ∙ 𝟐 − 𝟏 = −𝟏 → 𝑬𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝒆𝒍 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐 𝑷 = (𝟐,−𝟏)  

{
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+

(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏) = (𝟐, 𝟎𝟎𝟎…𝟏)𝟐 − 𝟐 ∙ (𝟐, 𝟎𝟎𝟎…𝟏) − 𝟏 ≈ −𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏) = (𝟏, 𝟗𝟗𝟗…𝟗)𝟐 − 𝟐 ∙ (𝟏, 𝟗𝟗𝟗…𝟗) − 𝟏 ≈ −𝟏
 

 

𝑬𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = −𝟏 𝒑𝒐𝒓𝒒𝒖𝒆 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) = −𝟏 

𝒇(𝟐) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) = −𝟏 

 

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒍𝒖𝒔𝒊ó𝒏: 𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕í𝒏𝒖𝒂 𝒆𝒏 𝒙 = 𝟐  

 
 Discontinuidad de una función en un punto: 

 

o Discontinuidad evitable: 

 

 Caso 1: No existe la función en el punto. 

 Caso 2: La función en el punto no coincide con el límite de la función en el 

punto. 

 

o Discontinuidad inevitable o de 1º especie:  

Existen los límites laterales pero son distintos. 

 

 Salto finito: | 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂+

𝒇(𝒙) − 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂−

𝒇(𝒙)| = 𝒏ú𝒎𝒆𝒓𝒐 

 Salto infinito: | 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂+

𝒇(𝒙) − 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂−

𝒇(𝒙)| = ∞ 

 

o Discontinuidad esencial o de 2º especie:  

No existe alguno de los límites laterales. 
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1. Estudiar si las siguientes funciones son continuas en los puntos indicados: 

 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 1 𝑒𝑛 𝑥 = −1 

b) 𝑓(𝑥) =
5 

𝑥4−16
 𝑒𝑛 𝑥 = 2 

c) 𝑓(𝑥) =
𝑥2+𝑥−1 

𝑥−1
 𝑒𝑛 𝑥 = 1 

d) 𝑓(𝑥) = √𝑥 − 3 𝑒𝑛 𝑥 = 0 

e) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 2 𝑒𝑛 𝑥 = 2 

f) 𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1    𝑠𝑖 𝑥 < 2
2𝑥 − 1  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 2

  𝑒𝑛 𝑥 = 2 

g) 𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1    𝑠𝑖 𝑥 < 2
2𝑥 − 1  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 2

  𝑒𝑛 𝑥 = 2 

h) 𝑓(𝑥) = {𝑥
2 − 1    𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0
2𝑥 − 1  𝑠𝑖 𝑥 > 0

  𝑒𝑛 𝑥 = 0 

i) 𝑓(𝑥) = {
1/𝑥        𝑠𝑖 𝑥 < 1

√𝑥 + 1  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 1
  𝑒𝑛 𝑥 = 1 

j) 𝑓(𝑥) = {
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
    𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0

𝑥2 + 1  𝑠𝑖 𝑥 > 0
  𝑒𝑛 𝑥 = 0 

k) 𝑓(𝑥) = |𝑥| 

l) 𝑓(𝑥) = |𝑥 + 1| 
 

2. Indicar, en los casos que sea posible, el tipo de discontnuidad que se produce en las funciones 

del ejercicio 1. 
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DERIVABILIDAD 
 

 
Recuerda:  
 

 Derivada de una función en un punto: 

 

o La función tiene que ser continua en el punto. 

 

o Los límites laterales de la derivada de la función cuando ‘x’ tiende al punto tienen 

que ser iguales y finitos. 

 

𝑬𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝒇′(𝒂) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇′(𝒙)  𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒇′(𝒂+) = 𝒇′(𝒂−) 𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒄𝒊𝒓 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂+

𝒇′(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂−

𝒇′(𝒙) 

 

 
1. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados: 

 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 1 𝑒𝑛 𝑥 = −1 

b) 𝑓(𝑥) =
5 

𝑥4−16
 𝑒𝑛 𝑥 = 2 

c) 𝑓(𝑥) =
𝑥2+𝑥−1 

𝑥−1
 𝑒𝑛 𝑥 = 1 

d) 𝑓(𝑥) = √𝑥 − 3 𝑒𝑛 𝑥 = 0 

e) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 2 𝑒𝑛 𝑥 = 2 

f) 𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1    𝑠𝑖 𝑥 < 2
2𝑥 − 1  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 2

  𝑒𝑛 𝑥 = 2 

g) 𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1    𝑠𝑖 𝑥 < 2
2𝑥 − 1  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 2

  𝑒𝑛 𝑥 = 2 

h) 𝑓(𝑥) = {𝑥
2 − 1    𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0
2𝑥 − 1  𝑠𝑖 𝑥 > 0

  𝑒𝑛 𝑥 = 0 

i) 𝑓(𝑥) = {
1/𝑥        𝑠𝑖 𝑥 < 1

√𝑥 + 1  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 1
  𝑒𝑛 𝑥 = 1 

j) 𝑓(𝑥) = {
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
    𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0

𝑥2 + 1  𝑠𝑖 𝑥 > 0
  𝑒𝑛 𝑥 = 0 

k) 𝑓(𝑥) = |𝑥| 

l) 𝑓(𝑥) = |𝑥 + 1| 
 

2. Calcular la función derivada de las funciones del ejercicio 1. 
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MONOTINÍA. MÁXIMOS Y MÍNIMOS 
 

 
Recuerda:  
 

 Crecimiento y decrecimiento de una función.´ 

 

o Función creciente en x = a: 𝒇′(𝒂) > 𝟎 

 

o Función decreciente en x = a: 𝒇′(𝒂) < 𝟎 

 
NOTA: Cuando no me especifican donde estudiar la continuidad de la función, la estudio en los 
puntos donde la función no está definida (me fijo en el domino) y los puntos donde se anula la 
primera derivada. 

 

𝐄𝐣𝐞𝐦𝐩𝐥𝐨: 
 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑

(𝒙 − 𝟏)𝟐
→ {

𝑫 = 𝑹− {𝟏} → 𝒙 = 𝟏

𝒇′(𝒙) =
𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐

(𝒙 − 𝟏)𝟑
= 𝟎 → 𝒙 = 𝟎 𝒚 𝒙 = 𝟑

 

𝑬𝒔𝒕𝒖𝒅𝒊𝒐 𝒅𝒆𝒍 𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐 𝒚 𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒆𝒏 𝒍𝒐𝒔 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒓𝒗𝒂𝒍𝒐𝒔 

{
 

 
(−∞, 𝟎) → 𝒇′(−𝟏) > 𝟎

(𝟎, 𝟏) → 𝒇′(𝟎, 𝟓) > 𝟎
(𝟏, 𝟑) → 𝒇′(𝟐) < 𝟎

(𝟑,+∞) → 𝒇′(𝟒) > 𝟎

 

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒍𝒖𝒔ó𝒏 {

(−∞,𝟎) → 𝑪𝒓𝒆𝒄𝒆
(𝟎, 𝟏) → 𝑪𝒓𝒆𝒄𝒆
(𝟏, 𝟑) → 𝑫𝒆𝒓𝒆𝒄𝒆
(𝟑,+∞) → 𝑪𝒓𝒆𝒄𝒆
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 Cálculo de máximos y mínimos relativos. 

 

o Cálculo de ‘x’ donde puede existir un máximo o mínimo: 𝒇′(𝒙) = 𝟎 → 𝒔𝒂𝒄𝒐 𝒙 = 𝒂 

 

o Comprobación: 

 
 Máximo: 𝒇′′(𝒂) < 𝟎 

 Mínimo: 𝒇′′(𝒂) > 𝟎 

 

𝐄𝐣𝐞𝐦𝐩𝐥𝐨: 
 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑

(𝒙 − 𝟏)𝟐
→ 𝒇′(𝒙) =

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐

(𝒙 − 𝟏)𝟑
= 𝟎 → 𝒙 = 𝟎 𝒚 𝒙 = 𝟑 

 

𝑪𝒐𝒎𝒑𝒓𝒖𝒆𝒃𝒐 𝒔𝒊 𝒔𝒆 𝒕𝒓𝒂𝒕𝒂 𝒅𝒆 𝒖𝒏 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒐 𝒐 𝒖𝒏 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒐 

{
 

 𝒙 = 𝟎 → 𝒇′′(𝟎) =
𝟔 ∙ 𝟎

(𝟎 − 𝟏)𝟒
= 𝟎 → 𝑷𝒐𝒔𝒊𝒃𝒍𝒆 𝑷𝑰

𝒙 = 𝟑 → 𝒇′′(𝟑) =
𝟔 ∙ 𝟑

(𝟑 − 𝟏)𝟒
> 𝟎 → 𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐

 

 

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒍𝒖𝒔ó𝒏:𝑯𝒂𝒚 𝒖𝒏 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐 𝑷 = (𝟑,
𝟐𝟕

𝟒
) {

𝒙 = 𝟑

𝒚 = 𝒇(𝟑) =
𝟑𝟑

(𝟑 − 𝟏)𝟐
=
𝟐𝟕

𝟒

 

 

 
1. Estudie el crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones: 

 

a) 𝑓(𝑥) = 3𝑥 − 𝑥3 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥2 − 8 

c) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 6𝑥2 + 15𝑥 + 4 

d) 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
4

𝑥
 

e) 𝑓(𝑥) =
𝑥+1 

𝑥2+𝑥−2
 

f) 𝑓(𝑥) =
𝑥3 

(𝑥−1)2
 

g) 𝑓(𝑥) =
𝑥2 

2−𝑥
 

h) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + √𝑥 

i) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 

j) 𝑓(𝑥) = 𝑒−(𝑥+1)
2
 

k) 𝑓(𝑥) = 𝑒
1

𝑥 

l) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥(2𝑥2 + 𝑥 − 8) 

m) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑙𝑛(𝑥2 − 1) 

n) 𝑓(𝑥) =
ln 𝑥 

𝑥
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2. Calcule los máximos y mínimos de las siguientes funciones si es posible: 

 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 2 

b) 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 𝑥3 

c) 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 8𝑥2 + 3 

d) 𝑓(𝑥) =
𝑥2−𝑥−2 

𝑥2−6𝑥+9 
 

e) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥(2𝑥2 + 𝑥 − 8) 

f) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑙𝑛(𝑥2 − 1) 

g) 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛 2𝑥 
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CURVATURA. PUNTOS DE INFLEXIÓN 
 

 
Recuerda:  

 

 Concavidad y convexidad de una función. 

 

o Función convexa (U) en x = a: 𝒇′′(𝒂) > 𝟎 

 

o Función cóncava (ꓵ) en x = a: 𝒇′′(𝒂) < 𝟎 

 
NOTA: Cuando no me especifican donde estudiar la continuidad de la función, la estudio en los 
puntos donde la función no está definida (me fijo en el domino) y los puntos donde se anula la 
segunda derivada. 

 

𝐄𝐣𝐞𝐦𝐩𝐥𝐨: 
 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑

(𝒙 − 𝟏)𝟐
→ {

𝑫 = 𝑹− {𝟏} → 𝒙 = 𝟏

𝒇′′(𝒙) =
𝟔𝒙

(𝒙 − 𝟏)𝟒
= 𝟎 → 𝒙 = 𝟎 

 

𝑬𝒔𝒕𝒖𝒅𝒊𝒐 𝒍𝒂 𝒄𝒐𝒏𝒄𝒂𝒗𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒚 𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒙𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒆𝒏 𝒍𝒐𝒔 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒓𝒗𝒂𝒍𝒐𝒔 {

(−∞, 𝟎) → 𝒇′′(−𝟏) < 𝟎

(𝟎, 𝟏) → 𝒇′′(𝟎, 𝟓) > 𝟎

(𝟏,+∞) → 𝒇′′(𝟐) > 𝟎

 

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒍𝒖𝒔ó𝒏 {

(−∞,𝟎) →  𝑪ó𝒏𝒄𝒂𝒗𝒂 ∩
(𝟎, 𝟏) →  𝑪𝒐𝒏𝒗𝒆𝒙𝒂 ∪
(𝟏,+∞) → 𝑪𝒐𝒏𝒗𝒆𝒙𝒂 ∪

 

 

 
 Cálculo de puntos de inflexión. 

 

o Calculo ‘x’ donde puede existir un punto de inflexión: 𝒇′′(𝒙) = 𝟎 → 𝒔𝒂𝒄𝒐 𝒙 = 𝒂 

 

o Comprobación: 𝒇′′′(𝒂) ≠ 𝟎 

 

𝐄𝐣𝐞𝐦𝐩𝐥𝐨: 
 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑

(𝒙 − 𝟏)𝟐
→ 𝒇′′(𝒙) =

𝟔𝒙

(𝒙 − 𝟏)𝟒
= 𝟎 → 𝒙 = 𝟎  

 

𝑪𝒐𝒎𝒑𝒓𝒖𝒆𝒃𝒐 𝒔𝒊 𝒔𝒆 𝒕𝒓𝒂𝒕𝒂 𝒅𝒆 𝒖𝒏 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐 𝒅𝒆 𝒊𝒏𝒇𝒍𝒆𝒙𝒊ó𝒏 → 𝒙 = 𝟎 → 𝒇′′′(𝟎) ≠ 𝟎 
 

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒍𝒖𝒔ó𝒏:𝑯𝒂𝒚 𝒖𝒏 𝑷𝑰 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐 𝑷 = (𝟎, 𝟎) {

𝒙 = 𝟎

𝒚 = 𝒇(𝟎) =
𝟎𝟑

(𝟎 − 𝟏)𝟐
= 𝟎
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1. Estudie la concavidad y convexidad de las siguientes funciones: 

 

a) 𝑓(𝑥) = 3𝑥 − 𝑥3 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥2 − 8 

c) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 6𝑥2 + 15𝑥 + 4 

d) 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
4

𝑥
 

e) 𝑓(𝑥) =
𝑥+1 

𝑥2+𝑥−2
 

f) 𝑓(𝑥) =
𝑥3 

(𝑥−1)2
 

g) 𝑓(𝑥) =
𝑥2 

2−𝑥
 

h) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + √𝑥 

i) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 

j) 𝑓(𝑥) = 𝑒−(𝑥+1)
2
 

k) 𝑓(𝑥) = 𝑒
1

𝑥 

l) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥(2𝑥2 + 𝑥 − 8) 

m) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln(𝑥2 − 1) 

n) 𝑓(𝑥) =
ln 𝑥 

𝑥
 

 

2. Calcule los puntos de inflexión de las siguientes funciones si es posible: 

 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 2 

b) 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 𝑥3 

c) 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 8𝑥2 + 3 

d) 𝑓(𝑥) =
𝑥2−𝑥−2 

𝑥2−6𝑥+9 
 

e) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥(2𝑥2 + 𝑥 − 8) 

f) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln(𝑥2 − 1) 

g) 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛 2𝑥 

 


