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EXPERIENCIAS ALEATORIAS. SUCESOS

EXPERIENCIAS DETERMINISTAS Y ALEATORIAS

Se llama experiencia determinista a aquella que conocemos el resultado antes de realizar el experimento: lanzamos una
piedra y conocemos las condiciones iniciales de altura, velocidad, etc.

Se llama experiencia aleatoria a aquella cuyo resultado depende del azar: lanzar un dado, extraer una carta de una
baraja, sacar bolas de una urna,...

SUCESO ALEATORIO
Suceso aleatorio es un acontecimiento que ocurrird o no dependiendo del azar.

ESPACIO MUESTRAL

Se llama espacio muestral al conjunto de todos los posibles resultados de una experiencia aleatoria, y se designa con la
letra E.

Por ejemplo: Enun dado — E={1, 2, 3,4, 5, 6}

En una moneda — E = {C, cruz}

SUCESOS

Se llama suceso a cualquier subconjunto del espacio muestral.

Los elementos de E se llaman sucesos individuales o sucesos elementales

También son sucesos el suceso vacio o suceso imposible, 2, y el propio E, suceso seguro.
Al conjunto de todos los sucesos de una experiencia aleatoria lo llamaremos S.

Si E tiene un nimero finito, n, de elementos, el nimero de sucesos de E es 2".

EJEMPLO 1: Numeramos con 1, 2, 3 y 4 las cuatro caras alargadas de una regleta. Dejamos caer la regleta y
anotamos el niimero de la cara superior.

a) ;Cual es el espacio muestral?

b) Escribe un suceso elemental y tres que sean no elementales.

¢) ;Cuantos sucesos tiene esta experiencia?

a)E={1,2,3,4}

b) Suceso elemental (cualquiera que conste de un unico elemento) A = {2}

Suceso no elemental (cualquiera que conste de mas de un elemento) B = {2,3},C={1,2,4},D=E

¢)2*=16sucesos (¢, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2, 4}, {3,4}, {1,2,3},

{1,2,4},{1,3,4}, {2,3,4},{1,2,3,4}=E)

OPERACIONES CON SUCESOS
Dados dos sucesos A y B, se llama

Unién: A U B (se lee “A unioén B”) es el suceso formado por todos los elementos de A y de B
El suceso A U B se verifica cuando ocurre uno de los dos, A o B, o ambos.

Interseccion: A N B (se lee “A interseccion B”) es el suceso formado por todos los elementos que son, a la vez, de A 'y
de B.
El suceso A N B se verifica cuando ocurren simultaneamente A y B.

Diferencia: A — B (se lee “A menos B”) es el suceso formado por todos los elementos de A que no son de B.
El suceso A — B se verifica cuando lo hace A y no B
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Complementario: El suceso A’ = A°= A = E — A se llama suceso contrario o complementario de A.
El suceso A’ se verifica siempre cuando no se verifique A.

Sucesos incompatibles: Dos sucesos, A y B, se llaman incompatibles cuando no tienen ningin elemento comun. Es
decir, cuando A N B=92

Los sucesos incompatibles no se pueden verificar simultaneamente.
PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON SUCESOS

Distributivas: AU (BN C)=(AU B)N (AU Q)
AN BU C=(ANBU AN Q)

De simplificacion: A U (B N A)=A
AN BU A=A

Con el complementario: (4)= A

A NB= AU B (Leyes de Morgan)

EJEMPLO 2: Consideramos la experiencia “lanzar un dado”. A partir de los conjuntos:
A={1,2,3,4,B=1{1,3,5} C={2,4}

a) Obtén los conjuntos A U B,A N B, 4,B’

b) Obtén los conjuntos (A U B)’, A N B,A’U B,A N By comprueba que se cumplen las leyes de Morgan.
¢)CalculaBU CyB N C

Solucion:

a)A U B=1{1,2,3,4,5,,AN B={1,3},A= {56},B=1{24,6}

b)(AU B):A U B={1,234,5 = (A U B)= {6}

AN B:AN B={1,3} = 4n B={2,4,5,6}

A'U B={5,6} U {2,4,6}=1{2,4,5,6} =(A N B) (Se cumple una de las Leyes de Morgan)
AN B= {56} N {2,4,6}={6} =(A U B) (Se cumple la otra Ley de Morgan)

B U C={1,2,3,4,5}

BN C=¢

FRECUENCIAY PROBABILIDAD
FRECUENCIA ABSOLUTA Y FRECUENCIA RELATIVA

Realizamos N veces una experiencia aleatoria.

Se llama frecuencia absoluta de un suceso S o, simplemente, frecuencia de S, al numero de veces que ocurre S. Se
designa por f(S).

Se llama frecuencia relativa de un suceso S a la proporcion de veces que ocurre S. Se designa por

fr(S): fir(S) =12

PROPIEDADES DE LAS PROBABILIDADES

Axiomaticas: Inspiradas en las propias de la frecuencia relativa
Las propiedades de cada suceso es un niimero. Se han de cumplir los siguientes axiomas:

Ax.1: Cualquiera que sea el suceso S, P(S) > 0
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Ax.2: Si dos sucesos son incompatibles, la probabilidad de su unién es igual a la suma de sus probabilidades. A N B=2
— P(A U B)=P(A)+P(B)

Ax.3: La probabilidad total es 1: P(E) =1

En esencia, estas tres propiedades indican que disponemos de una cantidad total de probabilidad igual a 1 que hemos de
repartir aditivamente entre los distintos sucesos.

Teoremas: Se deducen de las propiedades axiomaticas

T.1: P(A)=1-P(A)

T.2:P(9)=0

T.3: Si A C B, entonces P(B) =P(A) + P(B-A)

T.4:Si A C B, entonces P(A) < P(B)

T.5: Si Al, A2, ...., Ak son incompatibles dos a dos, entonces:

P(A1 U A2 U ...U Ak)=P (Al)+P(A2)+.... + P(Ak)

T.6: P(A U B)=P(A) +P(B)-P(A N B)

T.7: Si el espacio muestral E es finito y un suceso es S = {x1, x2, ...., xk}, entonces:
P(S)=P(x1) + P(x2) + .... + P(xk)

EJEMPLO 3: Conocemos las siguientes probabilidades: P(A) =0,4 P (B)=0,7 P (A" UB")=0,2
CalculaP(A N B)’P(A N B) P(A U B)
Solucion: P(A'U B)= 0,2 = P(AN B)Y= P(AN B)=1-0,2=0,8

Leyes de Morga

P(A N B)=0,2

P(AN B)=0,8

P(AU B)=PA)+PB)-P(AN B)= PAU B)=04+0,7-0,8=0,3

EJEMPLO 4: Sabemos que: PMM U N)=0,6 P(M N N)=0,1 P(M")=0,7

Calcula P(M) y P(N)

Solucién:

PM)=1-PM)=1-0,7=0,3

PMU N)=PM)+P(N)-P(M N N)= 0,6=0,3+P(N)-0,1= P(N)=0,6-0,3+0,1=0,4

LEY DE LAPLACE

La propiedad T.7 permite calcular la probabilidad de un suceso S conociendo las probabilidades de los sucesos
elementales que lo componen.

Pero si el espacio muestral consta de n sucesos elementales equiprobables (todos ellos con la misma probabilidad 1/n),
entonces la probabilidad de S s6lo depende del niimero de sucesos elementales

que lo componen: P(S ) = % + %+ vt %

LEY DE LAPLACE
SiE = {x1, x2, ..., xn} y P(x1) = P(x2) = .... = P(xn), entonces

Numero de "casos favorables" a S
P(s) =

numeros de "casos posibles"

Se dice que un suceso aleatorio es de Laplace cuando la probabilidad de todos sus sucesos elementales (casos) es la
misma. Por ejemplo: un dado correcto, una moneda, una baraja,....

CASOS EN LOS QUE NO SE PUEDE APLICAR LA LEY DE LAPLACE
La ley de Laplace se puede aplicar cuando todos los sucesos elementales tienen la misma probabilidad.
Pero hay muchos casos en que esto no ocurre. Por ejemplo:
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- Instrumentos irregulares: Dados trucados, una chincheta... Para evaluar la probabilidad de estos sucesos se recurre a
la ley de los grandes ntimeros. P(S) = fr(S). Cuanto mayor sea la N mas fiable sera la estimacion.

- Instrumentos regulares, pero sucesos elementales no equiprobables: Por ejemplo lanzamos dos dados correctos y
sumamos sus resultados. Para calcular su probabilidad recurrimos a técnicas de recuento y modificamos la descripcion de
la experiencia de modo que los sucesos elementales sean equiprobables.

EJEMPLO 5: En una baraja de 40 cartas, hallar: P(As), P(Oros)

Sodueimn s La Darofa ex wir IRsivrerio :'f_{rl-'_ll v Feudere fooy carfas Henen fo weisinr o obicnhiliciaa el
ver elegtday, por tante podemos aplicar la Lev de Laplace

" ey 4 i
i - i

Fidsl =

W oarfas totales 40 1@

0" oros o i
PINGR R . ™% s =8 i == ] 3§
n"cartas totales 40 4

EJEMPLO 6: En una baraja hemos suprimido varias cartas. Entre las que quedan, se dan las siguientes
probabilidades de ser extraidas: P(Rey)=0,15 P(Basto)=0,3 P(ni Rey ni Basto)=0,6

a) ;Esta entre ellas el rey de bastos? En caso afirmativo, da su probabilidad.

b) ;(Cudantas cartas hay?

Solucién: P(R) = 0,15 P(B)=0,3 PARAB)=06=P(RUB)=P(R_UB) =1-06=04

a) Tenemos que hallar la probabilidad P(R N B)
PR B =PR)+PB)—-P(RNB)=04=015+03-P(RNB)=PRB)=005
St estd el rev de bastos, con una probabilidad del 0,05

) 1 1
b) Como P(R "B)=0,0 = —————————— —n°cartas totales = — =20 cartas.
1° cartas totales 0,05

EJEMPLO 7: Lanzamos un dado “chapucero” mil veces. Obtenemos f(1) = 117, f(2) = 302,
f(3) =38, f(4) = 234, 1(5) = 196, f(6) = 113. Estima las probabilidades de las distintas caras.
. Cuales son las probabilidades de los sucesos par, menor que 6, {1,2}

Solucion: Comae no es un objeto regular, no podemos aplicar la Lev de Laplace, hav que contar

1) 117
0 Py =finy =T 17 7

?

N 1000
(2) 302
P(2)=fir(2) = f(2) = =0302
N 1000
3) 3
P =p3) =232 38 _poss
N 1000
(4) 234
P(4) = fi(4) = J4) _ 234 _ 0,234
’ N 1000
(5) 19
P(5) =fi(5) = f3)_ 196 _ 0,196
N 1000
P(6) = fi(6) = J0) _ 13 _ 53
N 1000

b) P(PAR) = P(2,4,6) = P(2) + P(4) + P(6) = 0,302 + 0,234 + 0,113 = 0,549
¢) P(Menor que 6) = P(1,2,3,4,5) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) = 0,117 + 0,302 + 0,038 +
0,234 + 0,196 = 0,887
Otra forma de hallario es utilizando la probabilidad del contrario:
P(menor que 6) =1—-P(6)=1-0,113 = 0,887 (Mds cémoda v rdpida)
d) P(1,2)=P(l) +P(2)=0117 + 0,302 =0,419
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EJEMPLO 8: ;Cual es la probabilidad de obtener 12 al multiplicar los resultados de dos dados correctos?
Solucion: Los objetos son regulares (dados correctos), pero no son equiprobables (no hay la misma probabilidad de que
salgael 1 = 1.1 que el 12=2.6 =3.4 =4.3 = 6.2) por tanto, lo mejor es hacer una tabla y contar

112 |3 |4 |5 |6
11|12 |3 |4 |5 |6
2 2|4 6 |5 |u0
i ; g 9 . j_’j P(Producto 12) = % = é
J|5|1! 30
6|06 36

EJEMPLO 9: ;Cual es la probabilidad de que al lanzar dos dados correctos la diferencia de
sus puntuaciones sea 2?

Solucion: Como en el ejemplo 8, rellenamos la tabla con las diferencias.

P(Diferencia 2) =

"Ol'u

s
36

PROBABILIDAD CONDICIONADA. SUCESOS INDEPENDIENTES

PROBABILIDAD CONDICIONADA

P(ANB)

Dados dos sucesos, A y B, se llama probabilidad de B condicionada a A, y se designa por P(B/A) a P(B/A) = )

mide la proporcion de veces que ocurre B de entre las que ocurre A.
De la expresion anterior se deduce que P(A N B) =P(A). P(B/A)

SUCESOS INDEPENDIENTES

Dos sucesos, A y B, se dice que son independientes cuando:

P(A/B)=P(A) y P (B/A) =P(B)

Cuando dos sucesos son independientes la probabilidad de su interseccion es igual al producto de sus probabilidades: A 'y
B independientes = P(A N B)=P(A).P(B)

TABLAS DE CONTINGENCIA
Tablas que ayudan al estudio de probabilidades.
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EJEMPLO 10: Tenemos una urna con las siguientes bolas:

Solucion:

P( Par nVerde) 1/8

Calcula las siguientes probabilidades:
a) P(Par/Verde)

b) P(Impar/Rojo)

c) P(Verde/Par)

a) P(Par/Verde) =

P(Verde ) 3/8
P(Im par " Rojo) 2/§8 2

_1
3

a) P(Impar/Rojo) =

a) P(Verde/Par) =

P(Rojo)  4/8 4

P(VerdePar) 1/8

P(Par) 48

]
4
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EJERCICIO 11: Un colectivo de coches, se reparte segiin dos caracteristicas: marca del coche
y si ha tenido o no accidentes, en la siguiente tabla. Calcula:

Seat | Volvo | Audi
Ac 400 200 400
No ac | 49600 | 19800 | 29600

a) Probabilidad de que sea un “Seat"

b) Probabilidad de que no haya tenido accidente

¢) Sabiendo que es un Volvo que haya tenido accidente
d) Sabiendo que no ha tenido accidente que sea Audi.

Solucién: Completamos la tabla con los rotales de filas v columnas.

a) P(Seat) = 50000/100000 = 1/2 = 0.5

Seat | Volvo | Audi | Total b) P(No ac) = 99000/100000 = 99/100 = 0,99
Ac 400 200 400 1000 ¢) P(Acc/Volvo) =
No ac | 49600 | 19800 | 29600 | 99000 P(Ace(\WVolvo) 200/ 100000
Total | 50000 | 20000 | 30000 | 100000 P(Voho)  20000/100000

PRUEBAS COMPUESTAS

d) P(Audi/No acc) =

0,01

P(Audi(1Noac) _ 29600/100000 _ 0,299

P(Noac) 99000/ 100000

Se llaman pruebas compuestas a aquellas experiencias en las que facilmente podemos distinguir dos o mas etapas. En
ellas, el calculo de probabilidades de sucesos compuestos se simplifica mucho calculando las probabilidades de sus

componentes.

Dos pruebas compuestas son independientes cuando el resultado de una no influye en la otra. Si no es asi, se llaman

dependientes.

EXPERIENCIAS INDEPENDIENTES

Se dice que dos o mas pruebas son independientes cuando el resultado de cada una de ellas no influye en las
probabilidades de los distintos resultados de las otras. Por tanto, los sucesos correspondientes a la primera son
independientes de los sucesos correspondientes a la segunda.
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Si n pruebas son independientes y los sucesos S1, S2, ...., Sn corresponden, respectivamente, a cada una de ellas se
cumple que:

P(Slenlal®yS2enla2ty.... Sn en la n-ésima) = P(S1).P(S2).....P(Sn)
EXPERIENCIAS DEPENDIENTES

Dos experiencias son dependientes cuando el resultado de la primera influye en las probabilidades de los sucesos de la
segunda. Las probabilidades de sucesos compuestos se obtienen asi:
P(S1 enla 1y S2 en la 2%) = P(S1 en la 1%).P(S2 en la 2% supuesto que ocurrié S1 en la 1%)

P(S1 N S2)=P(S1).P(S2/S1)
Si se encadenan mas de dos experiencias dependientes, las probabilidades de los sucesos compuestos se obtienen
analogamente:

P(S1 N S2 N S3)=P(S1).P(S2/S1).P(S3/S1 N S2)

EJERCICIO 12: Lanzamos tres dados. Calcula las siguientes probabilidades
a) Probabilidad de obtener “tres cuatros”

b) Probabilidad de no obtener “ningtn seis”

c¢) Probabilidad de obtener “algtn seis”

d) Probabilidad de un 6 en el primero y dos cincos en los otros dos.

e) Probabilidad de un 6 y dos cincos

Solucion: Lanzar dados son sucesos independientes (El resultado de un dado no influve en el otro)

111 1
a) P(Tres cuatros) = P(4 N4 n4) = P(4).P(4).P(4) = — — —=——
6 606 216
. - = = - —= —= 355 125
b)P(Ningiin 6) =P(6 "6 "6 )=P(6 ).P(6).P(6)=—.—.—=
6 6 6 216
5 9
¢) P(4lgiin 6) = I — P(Ningiin seis) = 1— 12 _ A
216 210
d)P(1%6 M 2°5 M 3%) = P(1°6).P(2°5).P(3°5) =£££ =L_
6 6 6 216
- - o o as 12 . . 3! 111 3 i
e)P(Un 6 v dos 5) = P(1°6 N 2°5 m3°5)PR;" = P(1°).P(2°5).P(3°). =— —=—3=——=—
1121 6 6 6 216 72

EJERCICIO 13: Tenemos un dado y las dos urnas descritas abajo:

- Urna I: Con una bola negra, tres rojas y seis verdes

- Urna II: Con dos bolas negras, seis rojas y dos verdes

Lanzamos el dado. Si sale 1 o0 2, vamos a la urna 1. Si sale 3,4, 5 0 6, acudimos a la urna II.

Extraemos una bola de la urna correspondiente. Calcula las siguientes probabilidades:
a) P ({3,4,5,6} y Roja) b) P(Verde/1) c) P(Verde/5) d) P(2 y Verde)
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Solucion: Son sucesos dependientes (el resultado del dado, influve en el siguiente resultado)

1.2 = Umal:1IN.3R. 6\-’-:: R
."II ll'-,V
Dado| v
\ 34,56 = UrnaT1:2N.6R.2V| R
\vr
3456 ; 2455 s sy 4062
a) P({3,4,5,6} n Roja) = P({3,4,5,6}.P(Roja/{3,4,3,6} == 0.4
hl
6 3 )
b) P(Verde/l) = —===0,0
10 5
2 1
c) P(Verde/3)= —=—=0,2
10 5
, i 2 1
d) P(2 N Verde) = P(2).P(Verde/2) = —.—=
6 10 30

PROBABILIDAD TOTAL

Tenemos n sucesos Al, A2, ...., An, incompatibles dos a dos y tales que Al U A2 U

... U An=E.
Entonces, para cualquier suceso S se cumple que:

P(S) = P(A1).P(S/Al) + P(A2).P(S/A2) + ...... + P(An).P(S/An)
A la probabilidad P(S) descompuesta de este modo se la llama probabilidad total.

DIAGRAMAS DE ARBOL: Esquema para el calculo de la probabilidad total.

PROBABILIDADES “A POSTERIORI”. FORMULA DE BAYES

P(AI/S) = P(A)P(S/A))
P(A)P(S/A ) +...+P(A)P(S/A,)

EJERCICIO 14: Tenemos dos urnas:

- Urna I: 1 bola negra, 2 rojas y 3 verdes

- Urna II: 2 bolas negras, 1 rojay 1 verde

La experiencia consiste en extraer una bola de I, e introducirla en II, remover y extraer, finalmente, una bola de
I1. Calcula las siguientes probabilidades.

a) P (1° bola negra)

b) P (2° bola negra)

c) P (1° bola negra/2° bola roja)
d) P (2° bola roja/1° bola negra)
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a) P(1° bola negra) = é
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b) P(2° bola negra) = P(1°N ~ 2° N) + P(I°R ~ 2°N) + P(1°V ~ 2° N) = P(1°N).P(2°N/1°N) +

P(1*R).P(2°N/1°R) + P(1°V).P(2°N/1°V) = !

¢) P(2° bola negra/1° bola roja) = %

P(I°PRA2°N) _

d) P(1° bola roja/2°® bola negra) = _ _
P(2°N)

P(1°R).P(2°N/1°R)

5

P(1°N).P(2°N/1°N) + P(1°R).P(2°N/I°R) + P(1° V).P(2°N/1° V)

3 22 32 13
—t——t+——==
565 635 30
22 4
_ 65 _30_+4
13 2 2+3 2 13 13
65 65 635 30



