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EXAMEN MATEMATICAS II
Universidad Complutense de Madrid

Convocatoria Extraordinaria. Curso 2017-2018

OPCION A

1.
a)

Estudiamos el rango de A en funcién de los valores del parametro a:

14 0 10
A=(0 7 5)
3 4 5«

14 0 10
[Al=10 7 5 |=({490a+0+0)—(210+ 0+ 280) = 490a — 490
3 4 5a

Al =0->4900a—-490=0-490(a—1)=0->a=1
Conclusion:
> Cuando a #1 - |A|3#0—-> RgA=3

» Cuandoa=1-|A|3=0- |A], = |14 0

o 7|¢0—>RgA=2

b)

Calculamos A cuando a = 0:

A=(0 7 5 |-41=

3 4 0 ||
ol Bl \ —20 15 -21
o e (T | M
Mo 10| _|14 10| 14 o) —70 =70 98
7 5 o sl lo 7

—20 40 =70
Adj AT = ( 15 =30 —70) y |A] = —490
-21 -56 98
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Solucion:

-1

AdjAT -1 (~20 40 =70 2/49 -4/49 1/7
= . 30 —-70|=(-3/98 3/49 1/7
A = 390 15 —30 —70 / / /

-21 -56 98 3/70 4/35 -1/5
c)

Estudiamos el tipo de solucidn tiene el sistema para resolverlo de la manera mas éptima. Para ello calculamos
los rangos de las matrices A y A*.

14 0 10 x 2 14 0 10 2
A-X=B->[0 7 5 -<y>= 37/2 —>A*=(0 7 5 37/2
3 4 5 z 11 3 4 5 11
0
7

RgA® = 2 - |A*|3 = 0 (todos los posibles determinates de orden 3) - |A*|, = |104 2| =0

Cuando a = 1:

RgA =214l =0~ |4l = [}F O] 0

Conclusidon: como Rg A = Rg A* =2 < num. incdgnitas, se trata de un sistema compatible indeterminado (S.C.1),
es decir, el sistema tiene infinitas soluciones.

El nimero de parametros del que depende la solucién es 1 (n2 parametros = n2 incéogn.—RgA=3-2=1)
Resolvemos por lo tanto un sistema formado por las dos primeras filas, dado que de las tres que forman el

sistema, solo esas dos son linealmente independientes (forman parte del determinante distinto de cero).
Ademas, le asignamos a una de las incégnitas un parametro.

14x + 10z = 2 14x =2 — 104
37 = 37
{7y+52=—_>z Aﬁ{7y=——5/1
2 2
Solucion:
(1 524
=777
37 51 VAER
ly_14 7
z=2
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a)

Dada la funcion:

8e2x—4 six <2
x) =4 x3 —4x
f&) _ Six>2
x—2

Estudiamos su continuidad en el punto donde la funcidn cambia de forma, ya que en el resto de puntos la
funcion es continua.

Para que la funcién sea continua en x = 2, debe cumplirse:

> Existe la funcién en el punto x = 2.
> Existe el limite de la funcidn en el punto x = 2.
» Ambos valores son coincidentes.

Comprobamos:

> Vx=2- f(x)=8e?** > f(2) =8¢ =8> Cuandox =2,y = f(2) = 8
3_
lim f(x) = lim = SN L'Hopital » lim &
> 3lim f(x) = lim f(x) = lim f(x){*>2* x-2* x=2 0 x-2*
x—2 x-2t x-2 lir?_ flx) = lir?_ 8e?* 4 =8e% =8
x— x—

x%—4
1

=8

> lirr;f(x) =f(2)=8
X—
Solucidn: La funcidn es continua en x = 2.

b)
En este apartado estudiaremos las asintotas verticales y horizontales de la funcién:

» Asintotas verticales:

Como el dominio de la funcion es todos los nimeros reales, la funcidon no tiene asintotas verticales.

> Asintotas horizontales:

Para que la funcién tenga asintotas horizontales tiene que existir su limite cuando ‘x’ tiende a infinito:
lim f(x) - lim f(x) = lim f(x)
X—>+oo X—+00 X——00

3
x> —4x
lim f(x) = lim ——— = 4w - Jerarquia de infinitos (x3 > x)
x-+00 x-o+o0 x — 2
1

lim f(x) = lim 8e***=8e " =8-—=8-0=0
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Solucidn: La funcidn no tiene asintotas verticales ni horizontales.

c)
2 2 2 1 ) ,
I :f f(x)dx :f 8e2X—4 dy = 8] e2X—4 dy = 8-—] 22 ~4dx = 4 - (e2*4)]
0 0 0 2Jo 0
— 2:2-4 2:0—4Yy _ 0 4y 4
Solucion: I =4 — 14
e
3.
a)

Los vectores ortogonales a 1 y a ¥ son iguales o proporcionales al vector obtenido su producto vectorial.

k
3

T e L RGNS

Buscamos un vector unitario cuya tercera coordenada sea negativa.

— _(_2 5 _A\_(_2 5 __ 4 =1 _ [(_o2 2 N2 —
W= (i) = (v )~ W = DR 5T+ (4 = VAS
solucién: El vector buscad r"_)—(—ii—i)

olucion: vecto uscado sera. 1= 45,\/4_5’ 5

b)
Un vector combinacién lineal de otros dos se puede expresar de la forma:
wW=oai+pV Vo, ER
Un posible vector combinacién lineal de il y ¥ es:
w=a(-1,23)+(2,0,—-1) = (—a+2,2a,3a¢ — 1) Ya €R
Sabemos que cuando dos vectores son ortogonales su producto escalar es nulo, por lo que:

wv=0->(—a+22a3a—-1):2,0,-1)=0->-2a+4—3a+1=0->a=1

Solucién: El vector buscado sera: w, = (—1+2,2,3—-1) =(1,2,2)
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c)

El paralelogramo que queremos hallar tiene lados cuyas las direcciones son las mismas que las de los
vectores U y ¥, ademas sabemos que una de sus diagonales el segmento 0A4, por lo que podemos afirmar

—
qgue la suma de los vectores de médulos los lados del paralelogramo, es el vector OA.

OA =ali+B% - 04 =a(-1,2,3) +B(2,0,—1) Va,B €R

0A=(-4-0,4—0,7—-0) =(-4,4,7) {AO::(S);}OAI}O;)
—4=—a+ ZB a=2
(-4,4,7) =a(—-1,2,3) + (2,0,—-1) = (—a + 2B, 2a,3a — ,b’){ 4 =2a - {5 =_—1
7=3a-p

—_— —_—
Como se trata de un paralelogramo, los vectores OB = au y OC = Bv son los vectores asociados a los lados.
Los vértices que buscamos corresponderan con los puntos By C:

. o 0 =1(0,0,0)
OB=au=2-(-1,2,3)=(-2,4,6) - (-2,4,6)=(b;—0,b,—0,b5—-0 {
(-1,2,3) = (-24,6) > (~2.46) = (b= 0.6, 0,5, ~0) {7 7 ) )
B = (bl,bz,bg) = (_2,4‘, 6)
— . 0 =(0,0,0)
oc=pv =(-1)-(2,0,-1) =(-2,0,1) »(-2,0,1) =(c; —0,c,,—0,c5—0 {
By =(=1)-( ) =( ) = ( ) =(a 2 3—0) C = (e cp )

C = (cy,c3,¢3) =(=2,0,1)

Solucidn: Los vértices del paralelogramo son: B = (—2,4,6) yC = (—2,0,1)
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a)
Inicialmente definimos los sucesos:

Suceso A: Espafioles mayores de 18 afios que tienen diabetes.

Suceso A: Espafioles mayores de 18 afios que no tienen diabetes

Suceso B: Espafioles mayores de 18 afios que tienen diabetes y lo saben.
Suceso B: Espafioles mayores de 18 afios que tienen diabetes y no lo saben.

YV V V

Suceso B: Lo saben

Suceso A: Padecer diabetes {Suceso B: No lo saben

Ademas sabemos que:

» El 13,8 % de los espafioles mayores de 18 afios tiene diabetes, es decir: P(A) = 0,138
> El43 % de los espafioles mayores de 18 afios tiene diabetes y no lo sabe, es decir: P(B/A) = 0,43

La probabilidad de que un espafiol mayor de 18 aios tenga diabetes y lo sepa es:
P(AnB)=P(A)-P(B/A) =P(A)-[1-P(B/A)] =0,138-[1—0,43] = 0,0787 = 7,87%

La probabilidad de que no sea diabético es P(A), y la probabilidad de que sea diabético y no lo sepa P(B), por
lo que la probabilidad de que ocurran los dos sucesos a la vez es:

PAAUB)=PANB)=1-P(ANB)=1-0,0787 = 0,9213 = 92,13%

Solucién: Las probabilidades buscadas son: P(AN B) = 7,87% y P(AU B) = 92,13%

b)
Definimos los sucesos:

Suceso A: Espafioles mayores de 18 afios que tienen diabetes.

Suceso A: Espafioles mayores de 18 afios que no tienen diabetes

Suceso B: Espafioles mayores de 18 afios que tienen diabetes y dan positivo en el test.
Suceso B: Espafioles mayores de 18 afios que tienen diabetes y no dan positivo en el test.

YV V YV V

Suceso B: Dar positivo

Suceso A: Padecer diabetes {Suceso B: No dar positivo

— . Suceso B: Dar positivo
Suceso A: No padecer dlabetes{ = .
Suceso B: No dar positivo
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Sabemos que:

> El 13,8 % de los espafioles mayores de 18 afios tiene diabetes, es decir: P(A) = 0,138

> El96 % de los espafioles mayores de 18 afios que tienen diabetes dan positivo en el test, es decir:
P(B/A) =0,96

> El 2% de los espafioles mayores de 18 afios que no tienen diabetes dan positivo en el test, es decir:
P(B/A) = 0,02

La probabilidad de que un espafiol mayor de 18 afios sea diabético si ha dado positivo en el test sera:

P(ANB)
P(B)

P(A/B) =
La probabilidad de que el test de positivo en diabetes (siendo o no diabética) se calcula:
P(B)=P[(ANB)U(ANB)]=P(ANnB)+P(ANnB) =0,1323 + 0,0172 = 0,1495 = 14,95%
P(AnB)=P(A)-P(B/A) =0,138-0,96 = 0,1323 = 13,23%
P(AnB) =P(A)-P(B/A) =[1—-P(A)]-P(B/A) = (1—-0,138)-0,02 =0,0172 = 1,72%

Por lo tanto:

P(ANB) 01323

P(4/B) = P(B)  0,1495

= 0,8849 = 88,49%

Solucién: La probabilidad buscada es: P(A/B) = 88,49%
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OPCION B

Definimos las incognitas:

X: Dias que han pasado los estudiantes en Francia.
Y: Dias que han pasado los estudiantes en Alemania.
Z: Dias que han pasado los estudiantes en Suiza.

Con los datos facilitados en el enunciado planteamos las ecuaciones:
x+y+z=15dias
x =2z
40x + 40y + 55z + 120 = 765€ /persona

Siendo el dinero gastado a lo largo del viaje:

» En Francia: 40€/dia cada estudiante.

» En Alemania: 40€/dia cada estudiante.

> En Suiza: 55€/dia cada estudiante.

» Alolargo de todo el viaje: 8€/dia en transporte x 15 dias = 120€ cada estudiante.

Para calcular la cantidad de dias que han pasado en cada cuidad resolvemos el sistema aplicando el método
de Gauss.

1 1 1 15 F,—F, 1 1 1 15 x+y+z=15 x=6
<1 0 -2 0>{F3—40F1_)<0 -1 -3 —15)—>{—y—3z=—15—>{y=6

40 40 55 645 0 0 15 45 15z = 45 z=3

Solucion: Los estudiantes pasaron 6 dias en Francia, 6 dias en Alemania y 3 dias en Suiza.

a)

Segun indica la grafica, la funcién en x = -1 vale 1, es decir: f(—=1) = 1

Sabiendo que la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente a dicha funcién en
ese punto, observamos que: f'(1) = 0, ya que hay un minimo.
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b)

Si miramos la gréfica sabemos inmediatamente que la funcidn no es continua en x =0 pero silo es en x = -1.

Para que una funcién sea continua en un puntox=a: lim f(x) = lim f(x) = f(a)
x—-a x—->a~

Demostramos para cada caso:

lir(r)l+ fx)=1

— — : X— . . . . .

x=0-f0)=0- }Cl_rg f(x) lir(r)l_ fG) =0 —>ler(r)1+f(x) * xlir(r)l_f(x) — Discont.inevitable
X—

lim f(x)=1
x=-1-f(=1)=1- lim f(x) {"*‘”

lim_fG) =1 - lim fG) = lim_f(x) = f(-1) - Continua

Solucion: La funcion no es continua en x = 0 pero silo es en x = -1.

c)

Para que una funcién sea derivable en un punto la funcién tiene que ser continua y derivable en ese punto.
Existe la derivada cuando sus derivadas laterales son coincidentes.

Estudiamos la derivabilidad en cada punto:

x = 0 » Funcion discontinua = No derivable

lim f'(x) =-1

_ . I x—--1t . ’ : ’ .
x=-1- xll)rfllf (x) lirq_ Fo0 =1 —>xl_1)r_ri+f (x) # xl_lr_ri_f (x) = No derivable
xX——

Solucidn: La funcidn no es derivable nienx=0nien x =-1.
d)

. 0 . . . L .
Calcular laintegral I = f_zf(x)dx equivale a calcular el drea comprendida entre la funcion y el eje de
abscisas desde el punto x =-2 al punto x =0.

0 . , b-h 2-1
I = f f(x)dx = Area de un triangulo = — =5 = 1 uds?
-2

Solucién: I = 1 uds?
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a)

Un plano que pasa por un punto y contiene a una recta tiene como vectores directores el vector de la recta y
el vector formado por un punto de la recta y el punto del plano.

Punto P = (0,-1,1) P=(0,-1,1)
= =(1,0,1 1=0P= (-1 —
T Rectar{g ( ) =0 ﬁQP_) (-1,-10)
ur =(0,1,2) v=1u, =(0,1,2)

La ecuacidn implicita o general del plano se obtiene:

x—0 y+1 z-1
-1 -1 0 [=0->-2x+2y—z+3=0
0 1 2

Solucién: El plano buscado tiene ecuacion: —2x +2y —z+3 =0

b)

Un punto cualquiera contenido en la recta r se puede expresar mediante las coordenadas:

x=1
r= y=4 -SSer-S=(1,11+21)
z=1+4+ 21

— R —
Como el vector SP es perpendicular a la recta r, se cumple que el producto escalar entre SP y el vector
director de larectares nulo: SP - u, =0

ﬁ’)'u_r’=0—>(—1,—1—/1,—2/1)-(0,1,2)=0{5P:(__)1'—1—/1'—2/1)
% =(0,1,2)
(-1,-1—-1,-22)-(0,1,2)=0>—-1-1—41=0-> 1= —1/5

Reemplazando A en el punto S obtenemos: S = (1, —%,g)

Solucidn: El punto buscado es: S = (1, — %%

10
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c)

Analogamente al apartado anterior, cualquier punto contenido en la recta r se puede expresar mediante las

coordenadas:

x=1
rE{ y=1 -Ter->T=(111+21)
z=1+421

Si los puntos buscados distan V5 del punto P = (0,—1, 1) entonces cumpliran que:

d(P,T) = |ﬁ| = \/(—1)2 +(A1+1)2+ (21)2 =+/5 = Hay dos posibles soluciones

J(—l)z +(A+1D2+ 2D  =+V5 » (=12 + (1 + 1)2+ (2)* = 45

2 _ 2 a2 A1=—1
1422 +14+21+42% = 45 SA+20+2=5-50"+24 3_0_’{/12=3/5
512+21+42=-5-51*4+21+7 =0 - No tiene solucion

Al =—-1- Tl = (1,—1,—1)
T=(1,41+2%) 3 . r _(13 11>
5 =

=57 55

El drea del triangulo formado por los puntos T;, T, y P se calcula:

G ——Y B _ (_
TPxTiT;| (%) 12 TP =(-1,0,2)
A= = =—=65uds®{ . 8 16
2 2 5 T, =0z, =
T 7k
T PxTT,=|"1 0 2 ——E*-FE*_?E—(_EE _§>
1 x it = 8 16/ 5' 75/ 5 "5 5 5
0 5 %

., 16\2 16\2 8\2 576 24
mPaTT|= |(-5) + (%) +(-5) = [ =%

Solucién: El area del triangulo formado por los puntos T, T, y P es: A = 6,5 uds?
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a)
La variable aleatoria X sigue una distribucidon normal con las siguientes caracteristicas:

Media - u =85
X > N(u,0) {Desviaci()n tipica » 0 =2,5
Calculamos el valor de ‘a’ sabiendo que: P(X < a) = 0,05

X—-u X-85
25

P(X < a) - Tipificamos la variable: Z =

P(X < )_P<X—8,5<a—8,5)_P<Z> a—8,5)_P 7 < a—38,5 1 P(Z< a—8,5>
=)= 25 — 25 ) T \*=""25 )~ 25 | 2,5

Para poder entrar en la tabla de distribucién normal necesitamos expresar la probabilidad buscada de la
forma P(X < a).

a—8,5 a—8,5
P(XSa)zl—P<Z<— )=0,05—>P(Z<— )=1—0,05=0,95
2,5 2,5
a—8,5 a—38,5
P<Z<— 5C >=O,95—>Tabla—>— 5T = 1,645 - a = 4,39

Solucidn: El valor de a es 4,39.

b)
La probabilidad P(8 < X < 9,3) se calcula de la siguiente manera:

X—pu X—85

P(8 < X <9,3) = Tipificamos la variable: Z = E

(8_8'5<X_8’5<9’3_8’5)—P 020 <Z <0,32)=P(Z < 0,32)—P(Z<—0,20

25 25 25 )= P0 32) = P( 32) = P(z = =0,20)
P(Z < 0,32) — P(Z < —0,20) = P(Z < 0,32) — P(Z = 0,20) = P(Z < 0,32) — P(Z < 0,20)

P(Z < 0,32)—P(Z<0,.20) = P(Z < 0,32) — [1 — P(Z < 0,20)] - Tabla — 0,6255 — [1 — 0,5793]

P(8 <X <9,3) =0,6255 — [1 — 0,5793] = 0,2048 = 20,48%

Solucion: P(8 < X < 9,3) = 20,48%

12



