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EXAMEN MATEMÁTICAS II 

Universidad Complutense de Madrid  

Convocatoria Ordinaria. Curso 2018-2019 

 

OPCIÓN A 

 

1.  
 
a)  
 
Estudiamos el rango de A en función de los valores del parámetro 𝑎:  
 

𝐴 = (
1 3 4
1 𝑎 2
−1 2 𝑎

   
1

2 − 𝑎
𝑎 − 2

)      

 
Primero buscamos un menor, de mayor orden posible, que sea distinto de cero. Posteriormente estudiamos 
los valores del parámetro para los cuales se anulan los menores orlados del menor elegido (menores que lo 
contienen). 

 

|𝐴|2 = |
1 3
−1 2

  | = 2 − (−3) = 5 ≠ 0 → 𝑀𝑒𝑛𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 2 

 

|𝐴|2

{
 
 

 
 |𝐴|3 = |

1 3 4
1 𝑎 2
−1 2 𝑎

  | → |𝐴| = 0 → (𝑎2 + 2) − (−𝑎 + 4) = 0 → 𝑎2 + 𝑎 − 2 = 0

|𝐴|3 = |
1 3 1
1 𝑎 2 − 𝑎
−1 2 𝑎 − 2

  | → |𝐴| = 0 → [𝑎(𝑎 − 2) + 2 − 3(2 − 𝑎)] − [−𝑎 + 2(2 − 𝑎) + 3(𝑎 − 2)] = 0

 

 

{
𝑎2 + 𝑎 − 2 = 0 → 𝑎 = −2 𝑦 𝑎 = 1

(𝑎2 + 𝑎 − 4) − (−2) = 0 → 𝑎2 + 𝑎 − 2 = 0 → 𝑎 = −2 𝑦 𝑎 = 1
 

 
Conclusión: 
 

 Cuando  𝒂 ≠ 𝟏 𝒚 𝒂 ≠ −𝟐 → |𝑨|𝟑 ≠ 𝟎 → 𝑹𝒈𝑨 = 𝟑 
 Cuando 𝒂 = 𝟏 ó 𝒂 = −𝟐 → |𝑨|𝟑 = 𝟎 → |𝑨|𝟐 ≠ 𝟎 → 𝑹𝒈𝑨 = 𝟐 

 
b)  
 
Calculamos (AM)-1 cuando 𝑎 = 0: 
 

𝐴 = (
1 3 4
1 0 2
−1 2 0

   
1
2
−2
) ;   𝑀 = (

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1

) 
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𝐵 = 𝐴 ∙ 𝑀 = (
1 3 4
1 0 2
−1 2 0

   
1
2
−2
) ∙ (

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1

) = (
1 3 1
1 0 2
−1 2 −2

) 

     

𝐵−1 =
𝐴𝑑𝑗 𝐵𝑇

|𝐵|
 

 

𝐴𝑑𝑗 𝐵 =

(

  
 

|
0 2
2 −2

| − |
1 2
−1 −2

| |
1 0
−1 2

|

− |
3 1
2 −2

| |
1 1
−1 −2

| − |
1 3
−1 2

|

|
3 1
0 2

| − |
1 1
1 2

| |
1 3
1 0

| )

  
 
= (

−4 0 2
8 −1 −5
6 −1 −3

) 

 
 

𝐴𝑑𝑗 𝐵𝑇 = (
−4 8 6
0 −1 −1
2 −5 −3

)  𝑦 |𝐵| = −2 

 
Solución:  
 

𝐵−1 =
𝐴𝑑𝑗 𝐵𝑇

|𝐵|
=
−1

2
∙ (
−4 8 6
0 −1 −1
2 −5 −3

) = (
𝟐 −𝟒 −𝟑
𝟎 𝟏/𝟐 𝟏/𝟐
−𝟏 𝟓/𝟐 𝟑/𝟐

) 

 
 
2.  

 
a)  
 
Dada la función: 

𝑓(𝑥) =
ln 𝑥

𝑥
 

 
Estudiamos si tiene asíntota horizontal: 
 

lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→±∞

ln 𝑥

𝑥
 

 

lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥){
lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
=
0

0
→ 𝐿𝐻 → lim

𝑥→+∞

1/𝑥

1
=
1

∞
= 0 →𝐻𝑎𝑦 𝑢𝑛𝑎 𝐴. 𝐻. 𝑒𝑛 𝑦 = 0 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 (0, +∞)

lim
𝑥→−∞

ln 𝑥

𝑥
= ∄→ 𝐸𝑙 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑟í𝑡𝑚𝑜 𝑛𝑜 𝑝𝑢𝑒𝑑𝑒 𝑡𝑜𝑚𝑎𝑟 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 𝑛𝑖 𝑐𝑒𝑟𝑜

 

 
b)  

En este apartado queremos calcular las coordenadas de un punto de la curva f(x) donde la recta tangente a 
la misma en ese punto sea horizontal. 
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Dado que la recta es horizontal (pendiente nula), y sabiendo que la pendiente de la recta en un punto es la 
variación de la curva con respeto a x (derivada de la función en ese punto), obtenemos: 
 

𝑓(𝑥) =
ln 𝑥

𝑥
→ 𝑓′(𝑥) =

1
𝑥 ∙ 𝑥 − ln 𝑥 ∙ 1

𝑥2
=
1 − ln 𝑥

𝑥2
 

 

𝐸𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑃(𝑥0, 𝑦0) 𝑑𝑒 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 → 𝑚 = 𝑓′(𝑥0) = 0 →
1 − ln 𝑥0
𝑥0
2

= 0 

 
1 − ln 𝑥0
𝑥0
2

= 0 → 1 − ln 𝑥0 = 0 → ln 𝑥0 = 1 → 𝑥0 = 𝑒
1 = 𝑒 

 

∀𝑥0 = 𝑒 → 𝑦0 = 𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑒) =
ln 𝑒

𝑒
=
1

𝑒
→ 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎: 𝑃 (𝑒,

1

𝑒
) 

 
 

Solución: El punto de tangencia a la curva, donde la recta es horizontal, es: 𝑷(𝒆,
𝟏

𝒆
) 

 
A continuación analizamos si el punto P se trata de un extremo relativo, para ello estudiamos cómo se 
comporta la segunda derivada en dicho punto: 
 

𝑓′(𝑥) =
1 − ln 𝑥

𝑥2
→ 𝑓′′(𝑥) =

(−
1
𝑥 ∙ 𝑥

2) − [2𝑥 ∙ (1 − ln 𝑥)]

𝑥4
=
−3𝑥 + 2𝑥 ∙ ln 𝑥

𝑥4
 

 

𝑃 (𝑒,
1

𝑒
) → 𝑥 = 𝑒 → 𝑓′′(𝑒) =

−3𝑒 + 2𝑒 ∙ ln 𝑒

𝑒4
= −

1

𝑒3
< 0 → 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 

 
 

Solución: Hay un máximo relativo en el punto 𝑷(𝒆,
𝟏

𝒆
) 

 
c)  

Antes de comenzar a calcular el área delimitada por la curva y la rectas y = 0 (eje x) y x = e, es conveniente 
estudiar los puntos donde la función corta al eje x. 
 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑓(𝑥) 𝑐𝑜𝑛 𝑒𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑥 → 𝑦 = 0 → 𝑦 = 𝑓(𝑥) =
ln 𝑥

𝑥
= 0 → ln 𝑥 = 0 → 𝑥 = 𝑒0 = 1 

 
Es decir, la función corta el eje x en el punto P(1, 0). Por lo tanto, el área que buscamos será el área 
comprendida entre la curva y el eje x en el intervalo [0, 1]. 
 

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑒

1

= ∫
ln 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1

= ∫ (
1

𝑥
∙ ln 𝑥)𝑑𝑥

𝑒

1

=
𝑙𝑛2𝑥

2
]
𝑒
1
=
𝑙𝑛2𝑒

2
−
𝑙𝑛21

2
=
1

2
− 0 =

𝟏

𝟐
 𝒖𝒅𝒔𝟐 

 
 

Solución:  𝑰 =
𝟏

𝟐
 𝒖𝒅𝒔𝟐 
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3.  

 
a)  
 
De las rectas dadas sabemos: 
 

𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 → 𝑟 ≡
𝑥 − 1

2
=
𝑦 − 3

−2
= 𝑧 {

𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ = (2,−2, 1)
𝑃 = (1, 3, 0)

 

 

𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠 → {
𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ = (−1, 0, −1)
𝑄 = (2,−5, 1)

 

 
Para estudiar su posición relativa estudiamos la posición de sus vectores directores: 
 

𝐶𝑜𝑚𝑜 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ ≠ 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗  {
𝑆𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 → 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ , 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗  𝑝𝑒𝑟𝑡𝑒𝑛𝑒𝑐𝑒𝑛 𝑎𝑙 𝑚𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜

𝑆𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛 → 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ , 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗  𝑛𝑜 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑒𝑛𝑒𝑐𝑒𝑛 𝑎𝑙 𝑚𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 
 

 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2,−5, 1) − (1, 3, 0) = (1,−8, 1) 
 

[𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ , 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ ] = |
1 −8 1
2 −2 1
−1 0 −1

| = (2 + 0 + 8) − (2 + 0 + 16) = −8 ≠ 0 → 𝑆𝑜𝑛 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 𝐿. 𝐼. 

 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ , 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗  𝑛𝑜 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑒𝑛𝑒𝑐𝑒𝑛 𝑎𝑙 𝑚𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 → 𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒓𝒖𝒛𝒂𝒏 
 
b)  

Dado que el plano contiene a la recta s y es paralelo a la recta r, podemos afirmar que los vectores directores 
de estas rectas serán vectores directores del plano, lo cual implica que podemos generar un vector normal al 
plano multiplicando vectorialmente 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗  𝑦 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ . 
 
Por lo tanto, el plano que buscamos tiene las siguientes características: 
 

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑜 𝛼 {
�⃗� = 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗  𝑥 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ = (2, 1, −2)

𝑄 = (2,−5, 1)
 

 

�⃗� = 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗  𝑥 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ = |
𝑖 𝑗 �⃗� 

2 −2 1
−1 0 −1

| = |
−2 1
0 −1

| 𝑖 − |
2 1
−1 −1

| 𝑗 + |
2 −2
−1 0

| �⃗� = 2𝑖 + 𝑗 − 2�⃗�  

�⃗� = (2, 1, − 2) 
 

La ecuación general del plano es: 
 

𝛼 ≡ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 {
�⃗� = (2, 1, − 2) = (𝑎, 𝑏, 𝑐)

𝑄 = (2,−5, 1) = (𝑥, 𝑦 , 𝑧)
 

 
𝛼 ≡ 2 ∙ 2 + 1 ∙ (−5) + (−2) ∙ 1 + 𝑑 = 0 →  𝑑 = 3 

 
Solución: El plano buscado tiene es: 𝜶 ≡ 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟑 = 𝟎 
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c)  
 
En el caso de que el plano que sea perpendicular a la recta r, un vector normal al plano será el vector director 
de r.  

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑜 𝛽 {
�⃗� = 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ = (2,−2, 1)

𝑂 = (0, 0, 0)
 

 
La ecuación general del plano 𝛽 será: 
 

𝛽 ≡ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 {
�⃗� = (2,−2,1) = (𝑎, 𝑏, 𝑐)
𝑂 = (0, 0, 0) = (𝑥, 𝑦 , 𝑧)

 

 
𝛽 ≡ 2 ∙ 0 + (−2) ∙ 0 + 1 ∙ 0 + 𝑑 = 0 →  𝑑 = 0 

 
Solución: El plano buscado tiene es: 𝜷 ≡ 𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 + 𝒛 = 𝟎 
 
 
4.  

 
a)  
 
Definimos la variable aleatoria: X: Número de peces de una especie que sobreviven más de 5 años. 
 
La variable X sigue una distribución binomial, ya que tiene un esquema éxito-fracaso.  
 

𝑋 → 𝐵(𝑝, 𝑞) {
𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 é𝑥𝑖𝑡𝑜 →  𝑝 = 0,1

𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑎𝑠𝑜 → 𝑞 = 1 − 𝑝 = 0,9
 

 
Dada una muestra de 10 peces (n = 10) queremos calcular la probabilidad de que al menos dos de ellos sigan 
vivos dentro de 5 años. 

𝑃(𝑋 = 𝑎) = (
𝑛
𝑎
) ∙ 𝑝𝑎 ∙ 𝑞𝑛−𝑎 → (

𝑛
𝑎
) =

𝑛!

𝑎! (𝑛 − 𝑎)!
 

 

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − 𝑃(𝑋 < 2) = 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1)] {
𝑃(𝑋 = 0) = (

10
0
) ∙ 0,10 ∙ 0,910−0

𝑃(𝑋 = 1) = (
10
1
) ∙ 0,11 ∙ 0,910−1

 

 

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − [0,910 + (10 ∙ 0,1 ∙ 0,99)] = 0,2639 = 𝟐𝟔, 𝟑𝟗% 
 
 
Solución: La probabilidad de que al menos dos de los peces sigan vivos dentro de 5 años es del 𝟐𝟔, 𝟑𝟗%. 
 
b)  

Aproximamos la distribución binomial a una distribución normal. Esta aproximación se puede realizar, ya que 
los productos np y nq son mayores que cero. 
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𝑋 → 𝐵(𝑝, 𝑞)~𝑁(𝜇, 𝜎) {
𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎 →  𝜇 = 𝑛 ∙ 𝑝

𝐷𝑒𝑠𝑣𝑖𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑡í𝑝𝑖𝑐𝑎 → 𝜎 = √𝑛 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞
 

 
Como tenemos una muestra de 200 peces (n = 200), la distribución tendrá las siguientes características: 
 

𝑋 → 𝑁(𝜇, 𝜎) = 𝑁(20, √18) {
 𝜇 = 200 ∙ 0,1 = 20

𝜎 = √𝑛 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 = √18
 

 
La probabilidad de que al cabo de 5 años hayan sobrevivido al menos 10 peces será: 
 

𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) → 𝑇𝑖𝑝𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒: 𝑍 =
𝑋 − 𝜇

𝜎
=
𝑋 − 20

√18
 

 

𝑃(𝑋 ≥ 10) = 𝑃 (
𝑋 − 20

√18
≥
10 − 20

√18
) = 𝑃 (𝑍 ≥

−10

√18
) = 𝑃 (𝑍 ≤

10

√18
) = 𝑃(𝑍 ≤ 2,357) = 0,9934 

 
NOTA: Para poder entrar en la tabla de distribución normal necesitamos expresar la probabilidad buscada de 
la forma 𝑃(𝑋 < 𝑎). 
 
 
Solución: La probabilidad de que al cabo de 5 años hayan sobrevivido al menos 10 peces es del 99,34% 
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OPCIÓN B 

 

1.  
 
 
Definimos las incógnitas: 
 
X: Precio de un bocadillo (€) 
Y: Precio de un refresco (€) 
Z: Precio de una bolsa de patatas (€) 
 
Con los datos facilitados en el enunciado planteamos las ecuaciones: 
 

{

(3 + 1)𝑥 + 2𝑦 + (2 + 1)𝑧 = 19 €
3𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 15 €

0,6(𝑥 + 𝑦) = 3€ → 𝑥 + 𝑦 = 5€
 

 
Para plantear la última ecuación tenemos en cuenta que, como nos hacen un 40% de descuento del precio 
de un bocadillo y un refresco (x + y), pagamos un 60% del precio original. 
 
Para calcular el precio de cada producto resolvemos el sistema anterior aplicando el método de Gauss. 
 

(
4 2 3
3 2 2
1 1 0

   
19
15
5
) → (

1 1 0
3 2 2
4 2 3

   
5
15
19
) {
𝐹2 − 3𝐹1
𝐹3 − 4𝐹1

→ (
1 1 0
0 −1 2
0 −2 3

   
5
0
−1
) {𝐹3 − 2𝐹2 → (

1 1 0
0 −1 2
0 0 −1

   
5
0
−1
) 

 

{
𝑥 + 𝑦 = 5
−𝑦 + 2𝑧 = 0
−𝑧 = −1

→ {
𝑥 = 3
𝑦 = 2
𝑧 = 1

 

 
 
Solución: El precio de un bocadillo es 3€, el de un refresco es 2€ y el de una bolsa de patatas es de 1€. 

 
 
2.  
 
 
a)  

Estudiamos el dominio de la función: 𝑓(𝑥) = √4𝑥2 − 𝑥4 
 
Para que la función exista el radicando tiene que ser mayor o igual a cero, o lo que es lo mismo, no existe 
cuando el radicando es menor a cero. 
 

𝑓(𝑥) = √4𝑥2 − 𝑥4 → 4𝑥2 − 𝑥4 < 0 → 𝑥2(4 − 𝑥2) < 0 → 𝑥2(2 + 𝑥)(2 − 𝑥) < 0 
 

𝑥2(2 + 𝑥)(2 − 𝑥) = 0 → 𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑥 = −2 
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Comprobamos para que valores de x se cumple la inecuación: 
 

𝒙 ∈ (−∞,−𝟐) 𝒙 = −𝟐 𝒙 ∈ (−𝟐, 𝟎) 𝒙 = 𝟎 𝒙 ∈ (𝟎, 𝟐) 𝒙 = 𝟐 𝒙 ∈ (𝟐,+∞) 
Cumple No cumple No cumple No cumple No cumple No cumple Cumple 

 
Es decir, la función no existe cuando x toma cualquier valor del intervalo: (−∞,−𝟐) ∪ (𝟐,+∞) 
 
Por lo que el domino de la función será: 𝑫 = 𝑹− {(−∞,−𝟐) ∪ (𝟐,+∞)} = [−𝟐, 𝟐] 
 
b)  

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento necesitamos establecer unos intervalos de estudio. 
Para ello tenemos en cuenta: 
 

 Dominio de la función: 𝑫 = 𝑹 − {(−∞,−𝟐) ∪ (𝟐,+∞)} = [−𝟐, 𝟐] 

 Puntos críticos: Máximos y mínimos → 𝑓′(𝑥) = 0 → 𝑥 = 0, 𝑥 = ±√2 𝑦 𝑥 = ±2  

 

𝑓(𝑥) = (4𝑥2 − 𝑥4)
1
2 → 𝑓′(𝑥) = [

1

2
∙ (4𝑥2 − 𝑥4)

1
2
−1] ∙ (8𝑥 − 4𝑥3) =

4𝑥 − 2𝑥3

(4𝑥2 − 𝑥4)
1
2

 

 

𝑓′(𝑥) =
(4𝑥 − 2𝑥3) ∙ (4𝑥2 − 𝑥4)

1
2

4𝑥2 − 𝑥4
→ 𝑓′(𝑥) = 0 → 𝑓′(𝑥) =

(4𝑥 − 2𝑥3) ∙ (4𝑥2 − 𝑥4)
1
2

4𝑥2 − 𝑥4
= 0 

 

(4𝑥 − 2𝑥3) ∙ √4𝑥2 − 𝑥4 = 0{
4𝑥 − 2𝑥3 = 0 → 2𝑥(2 − 𝑥2) = 0 → 𝑥 = 0 𝑦 𝑥 = ±√2

√4𝑥2 − 𝑥4 = 0 → 4𝑥2 − 𝑥4 = 0 → 𝑥2(4 − 𝑥2) = 0 → 𝑥 = 0 𝑦 𝑥 = ±2
 

 
Con los datos anteriores establecemos los siguientes intervalos: 
 

(−𝟐,−√𝟐) 

 
𝑓′(𝑥) = +/+ > 0 

 
La función es creciente es este intervalo 

(−√𝟐, 𝟎) 

 
𝑓′(𝑥) = −/+ < 0 

 
La función es decreciente es este intervalo 

(𝟎, √𝟐) 

 
𝑓′(𝑥) = +/+ > 0 

 
La función es creciente es este intervalo 

(√𝟐, 𝟐) 

 
𝑓′(𝑥) = −/+ < 0 

 
La función es decreciente es este intervalo 

 
c)  

Estudiamos los límites laterales dados: 
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𝑓(𝑥)

𝑥
=
√4𝑥2 − 𝑥4

𝑥
=
𝑥 ∙ √4 − 𝑥2

𝑥
= √4 − 𝑥2  {

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

√𝟒 − 𝒙𝟐 ≈ √𝟒 = 𝟐

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎−
√𝟒 − 𝒙𝟐 ≈ √𝟒 = −𝟐

 

 

Como la función 
𝑓(𝑥)

𝑥
 sólo existe en el intervalo [−𝟐, 𝟐], cuando 𝑥 → 0+ el valor de la función tiende 2, y 

cuando 𝑥 → 0− el valor de la función tiende -2. 
 
 
3.  
 
 
a)  
 
La distancia del punto A al plano π se calcula: 

 

𝑑(𝑃, 𝜋) =
|𝑎𝑥0+𝑏𝑦0+𝑐𝑧0+𝑑|

√𝑎2+𝑏2+𝑐2
 {

𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) → 𝐴 = (2, 1, 0)

𝜋 ≡ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 → 𝜋 ≡ 2𝑥 + 3𝑦 + 4𝑧 = 36
 

 

𝑑(𝐴, 𝜋) =
|2 ∙ 2 + 3 ∙ 1 + 4 ∙ 0 − 36|

√22 + 32 + 42
=
|4 + 3 − 36|

√29
=
|4 + 3 − 36|

√29
=
29

√29
= √29 𝑢𝑑𝑠 

 
 

Solución: La distancia de A a π es: √𝟐𝟗 𝒖𝒅𝒔 
 
b)  
 
El punto del plano π más próximo a A será un punto que esté situado justo debajo de A, es decir, la proyección 
de A sobre π.  
 
Para calcular la proyección de A sobre π construiremos una recta que pase por A y que sea perpendicular al 
plano. Posteriormente, haremos la intersección de dicha recta con el plano, siendo el punto de intersección el 
punto buscado. 
 

𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝜋 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝐴 → 𝑟 ≡ {
𝐴 = (2, 1, 0)

𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ = �⃗� 𝜋 = (2, 3, 4)
→ 𝑟 ≡

𝑥 − 2

2
=
𝑦 − 1

3
=
𝑧

4
 

 
La intersección de la recta r con el plano π se calcula resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de 
ambos elementos geométricos: 
 

𝑟 ≡
𝑥 − 2

2
=
𝑦 − 1

3
=
𝑧

4
 {

𝑥 − 2

2
=
𝑦 − 1

3
→ 3𝑥 = 2𝑦 + 4 → 𝑥 =

2𝑦 + 4

3
𝑦 − 1

3
=
𝑧

4
→ 3𝑧 = 4𝑦 − 4 → 𝑧 =

4𝑦 − 4

3

 

 
 

𝜋 ≡ 2𝑥 + 3𝑦 + 4𝑧 = 36 
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Sustituyendo r en π: 
 

2 ∙ (
2𝑦 + 4

3
) + 3𝑦 + 4 ∙ (

4𝑦 − 4

3
) = 36 → 4𝑦 + 8 + 9𝑦 + 16𝑦 − 16 = 108 → 29𝑦 = 116 → 𝑦 =

116

29
= 4 

 

𝑥 =
2𝑦 + 4

3
=
2 ∙ 4 + 4

3
=
12

3
= 4 

 

𝑧 =
4𝑦 − 4

3
=
4 ∙ 4 − 4

3
=
12

3
= 4 

 
Solución: El punto buscado es: 𝑷 = (𝟒, 𝟒, 𝟒) 
 
c)  
 
El punto simétrico a A con respecto al plano π está ubicado en la recta perpendicular al plano que pasa por 
A. La distancia entre el punto de corte de esta recta con π (punto P calculado en el apartado anterior) y el 
punto A, es la misma que la distancia entre el punto de corte de r con π y el punto que buscamos (punto Q), 
es decir, el punto P es el punto medio del segmento AQ. 
 

𝑟 ∩ 𝜋 = 𝑃 → 𝑃 = (4, 4, 4) 
 

𝑃 = (
𝑞𝑥 − 𝑎𝑥
2

,
𝑞𝑦 − 𝑎𝑦

2
,
𝑞𝑧 − 𝑎𝑧
2

) → {

𝐴 = (2, 1, 0)

𝑃 = (4, 4, 4)
𝑄 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)

 

 

(4, 4, 4) = (
𝑥 − 2

2
,
𝑦 − 1

2
,
𝑧 − 0

2
) →

{
 
 

 
 
𝑥 − 2

2
= 4 → 𝑥 = 6

𝑦 − 1

2
= 4 → 𝑦 = 7

𝑧 − 0

2
= 4 → 𝑧 = 8

 

 
 
Solución: El punto simétrico a A con respecto al plano π es: 𝑸 = (𝟔, 𝟕, 𝟖)    
 
 
4.  
 
Inicialmente definimos los sucesos: 
 

 Suceso M: Pacientes tratados con el medicamento. 

 Suceso P: Pacientes tratados con placebo. 

 Suceso A: Pacientes que mejoran. 

 Suceso A̅: Pacientes que no mejoran. 

 

Elaboramos un diagrama en árbol para visualizar la información aportada en el enunciado: 
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Sabemos que: 
 

 El 80 % de los pacientes que usan el medicamento mejoran, es decir: P(A/M) = 0,8 

 El 10 % de los pacientes que no usan el medicamento mejoran, es decir: P(A/P) = 0,1 

 En el experimento se les da a la mitad de los pacientes el medicamento y a la otra mitad placebo: 

P(M) = P(P) = 0,5 

 
a)  

La probabilidad de que un paciente elegido al azar haya mejorado será: 
 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝑀) ∙ 𝑃(𝐴/𝑀) + 𝑃(𝑃) ∙ 𝑃(𝐴/𝑃) = 0,5 ∙ 0,8 + 0,5 ∙ 0,1 = 0,45 = 𝟒𝟓% 
 
b)  

La probabilidad de un paciente que ha mejorado, elegido al azar, haya sido tratado con el medicamento se 
calcula aplicando el Teorema de Bayes. 
 
 

𝑃(𝑀/𝐴) =
𝑃(𝑀 ∩ 𝐴)

𝑃(𝐴)
=
𝑃(𝑀) ∙ 𝑃(𝐴/𝑀)

𝑃(𝐴)
=
0,5 ∙ 0,8

0,45
= 0, 8̂ = 𝟖𝟖, 𝟖 % 

 
 
 
 


