C.E. Luis Vives — Control de aprendizaje

Centro de estudios
Sol: 91 559 4770 * Moncloa: 91 542 5007

SOLUCIONES EXAMEN EvAU SEPTIEMBRE 2017

OPCION A

Ejercicio 1. (Calificacion méxima: 2 puntos).
Se considera el sistema lineal de ecuaciones dependiente del parametro real a:

—2x—az=2

{x—Zy—zz—Z
y+az=-2

a) Discutase en funcion de los valores del parametro a.

b) Resuélvase paraa=4.

a) Para discutir el sistema es necesario estudiar los rangos de las matrices A y A*.
1 -2 -1 1 -2 —-1-=-2
A=(-2 0 —-a|lyA=|l-2 0 =-a 2
0 1 a 0 1 a -2

Estudiamos el rango de la matriz A en funcion del valor del parametro a:

ComoAc A" - RgA* = Rg A

1 -2 -1
[Al=]1-2 0 —-a|=2-3a
0 1 a

2
Va¢§—>|A|3¢O—>RgA=3
[A|=0->2—-3a=0-a= 2
Va=§—>|A|3=0y|A|2¢O—>RgA=2

Estudiamos el rango de la matriz A* en funcion del valor del parametro a:

2
Va¢§—>|A|3¢O—>RgA*=3

2 1 -2 =2
Va==-|Al;=0pero|A*|3=|-2 0 2 [#0->RgA* =3
3 0 1 -2

Discusion:

> Va# ; - RgA = RgA* =n2ecs.= 3 —» S.C.D (1 solucion por incognita)
> Va= g - RgA + RgA® — S.1 (no hay solucién)

b) Resolvemos el sistema para a = 4. Para este valor del pardmetro el sistema es compatible determinado (S.C.D.) por
lo que existird una solucion para cada incognita.

Podemos resolver usando diferentes métodos. En este caso vamos a resolver usando la Regla de Cramer.
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-2 -2 -1
| 2 0 -4
x -2 1 4
— — — 1
=4 ~10
T L7
[Al=]-2 0 —4|=-10-71 |A|
y 0 -2 41_
0 1 4 y | 10 2
1 -2 =2
4| -2 0 2
z 0o 1 -2
—_ 4 =1
T 4l ~10
Solucion: x=1;y=2;z=-1.
Ejercicio 2. (Calificacion méxima: 2 puntos)
Se considera la region del plano S definida por:
1<x<5
2<y<6
x—y=—4
3x—-y<10
a) Represéntese graficamente la region S y calciilense las coordenadas de sus vértices.
b) Calctllense los valores maximo y minimo de la funcion f(x, y) = -200x + 600y en la region S y obténgase los puntos
de S donde se alcanzan dichos valores.
a) Laregion S es la region limitada por las rectas obtenidas de las inecuaciones dadas. Para representar cada recta

damos valores ax e y.

Posteriormente concretamos la region que hace referencia a la inecuacion asociada a cada una de las rectas (en el dibujo
viene representada mediante una flecha), para ello elegimos un punto situado a uno de los lados de la recta y lo
sustituimos en la inecuacion comprobando si se cumple.

o L As BF Vértice A: A(1,2)
/ ) y=t e .

61 | | E/ - 'E!' i Vértice B:-{’3 y GBI%Z]
4B li-'C l 3x-%=10 (#5—y =]

; =il £ 4 =3 -
; /,-” Regidn 4132 Vértice C:-I * Cl5,5)
i Factible | 5|5 [3x—y=10
ot ¥ | 4 x—y=—4 Vértice D: D(5, 6)

=2 x|y =6

14t ;{B - ola Vértice E I[ = ,E26)
i / 2|6 e

. =

Ploje) "y % Vértice F: - F(1,5)
1 32 it 4 5 & 7T

b) Para calcular los valores maximo y minimo de la funcién f(x, y) = -200x + 600y en la region S sustituimos los
valores de los vértices en la misma.
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A=(1,2)>2(1,2) =—-200-1+600-2 = 1.000
B=(42)>2z(42)=-200-4+600-2 =400
_ _ C=(55) -2z (55) =-200-5+ 6005 = 2.000
2=f00y) ==200x+600y § ) _ 5'6) |, £ (5.6) = —200-5 + 600 - 6 = 2.600
E=(2,6)>2z(2,6)=-200-2+600-6=3.200

|
\ F=(1,5) -2(15) = -200-1+600-5 = 2.800

Solucién: El valor maximo que alcanza la funcion es 3.200 unidades y lo hace en el vértice E. El valor minimo que
alcanza la funcion es 400 unidades y lo hace en el vértice B.

Ejercicio 3. (Calificacion maxima 2 puntos)
Se considera la funciéon de variable real:

_ ax+1 six<-—1
f(x)_{x2+x—2 six>—1

a) Calculese el valor del parametro real a para que la funcién sea continua en todo su dominio.
b) Para a = 2, calculense los puntos de corte de la grafica de la funcion con los ejes cartesianos. Determinense sus
intervalos de crecimiento y decrecimiento.

a) Para confirmar que la funcién es continua en todo su dominio hay que estudiar la continuidad de la misma en el
punto x = -1.
> x=—1->fD)=0CFD*+(-1)-2=-2

lim,, +x>+x—-2=(-1)?+(-1)-2=-2
> li x—->—1
1mx_,_1f(x){ limy, ;-ax+1=a-(-1)+1=—-a+1
> lim,,_+ f(x) =limy, -f(x)=f(-1)»>-2=—-a+1->a=3

Solucion: Cuando a = 3 la funcion es continua en todo su domino.

Los puntos de corte con la grafica son:

(—0,—1) > 0=2x+1-x=-1/2 & (—oo,—1)
x=1€(—-1,+m)

> Beyx=0-y=0*+0-2=-2

Solucion: Los puntos de corte son A = (1, 0) y B = (0, -2).

Estudiamos la monotonia de la funcion. Para ello nos fijamos en el dominio y en los valores de x que anulan la primera
derivada.

£ = {2 six<-1__ {(—00,—1) - f'(x) =0 - 3 # 0 » No hay ningan valor
YT x+1 six>-—1 (-1,40) > f'(x)=0->2x+1=0->x=-1/2

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son:

(=00,—1) = f'(x) > 0 > Crece
Solucion {(—1,—-1/2) - f'(x) < 0 - Decrece
(=1/2,+) - f'(x) > 0 - Crece
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Ejercicio 4. (Calificacion maxima: 2 puntos)

Una empresa fabrica dos modelos de ordenadores portatiles A y B, siendo la produccion del modelo A el doble que la del
modelo B. Se sabe que la probabilidad de que un ordenador portatil del modelo A salga defectuoso es de 0,02; mientras
que esa probabilidad en el modelo B es de 0,06. Calctlese la probabilidad de que un ordenador fabricado por dicha
empresa elegido al azar:

a) No salga defectuoso.
b) Sea del modelo A, si se sabe que ha salido defectuoso.

a y b) Inicialmente describimos los sucesos:

A = Ordenador fabricado modelo A
A = Ordenador fabricado modelo B
D = Ordenador defectuoso
D = Ordenador no defectuoso

Seguidamente ordenamos la informacion dada en el enunciado. Podemos gestionarla mediante un diagrama en arbol o
usando una tabla.

I
Modelo A (4) Modelo B (4) E ] A{;?EDKA]
g o
Defectuosos (D) 0,02 0,06 P / PlDfﬂlﬁﬁ
No defectuosos (D) 0,98 0,94 p!:Dl,.-"E;ljD
p(B] ~p<
p(D/p) _
~D

Sabemos que:
{P(A) =2-P(A) {P(A) =2/3
PA+PA =1 PA)=1/3
Ahora ya podemos calcular las probabilidades de los sucesos que nos piden:

» Probabilidad de que el ordenador no salga defectuoso:
- — — - _. 29
P(D) =P(A)-P(D/A)+P(A)-P(D/A) = 30"~ 96,7%

» Probabilidad de que, siendo un ordenador modelo A, haya salido defectuoso (Teorema de Bayes):

P(AnD) P(A)-P(D/A) 2
P(D) P(D) =g =A%

P(A/D) =

Ejercicio 5. (Calificacion maxima: 2 puntos).

El tiempo, en horas, que tarda cierta compafiia telefonica en hacer efectiva la portabilidad de un nimero de teléfono se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media p y desviacion tipica ¢ = 24 horas. Se toma
una muestra aleatoria simple de tamafio 16. Calculese:

a) La probabilidad de que la media muestral del tiempo X, supere las 48 horas, si p = 36 horas.
b) Elnivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo (24,24; 47,76) para .
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a) Inicialmente definimos la variable aleatoria continua. Esta variable sigue una distribucion normal N (p, 6) = N (36,
24).

x = Tiempo que tarda la compaiiia en hacer la portabilidad de un nimero (horas)
La media de la muestra también sigue una distribucion normal: N (p, 6/7/n) = N (36, 24/v16).

X = Media del tiempo que tarda en hacer la portabilidad de un nimero (horas)
n = 16 (tamafio de la muesta)

Nos piden calcular la probabilidad de que la media muestral supere las 48 horas P(x > 48).

Para calcular dicho valor recurriremos a la tabla adjunta de la distribucion normal N (0, 1). Como la variable ‘X’ no sigue
una distribucion normal N (0, 1), tenemos que transformar la variable aleatoria ‘X’ en otra variable ‘z’ (tipificacion de la
variable) que si la siga.

p af:N(H,%) =N(u,0’) = N(36,6) {l;_= 36

I=6
i F—u 48 — 36
P(x>48)=P(z>T)=P(z> - )=P(z>2)=1—P(z§2)

P(x>48)=1—-P(z<2)=1-09772 = 0,0288 = 2,28%

En la tabla N (0, 1) sélo encontramos las probabilidades P (z < k), por eso hemos realizado el cambio anterior.

Solucién: La probabilidad de que la media muestral supere las 48 horas es del 2,28%.

b) Elnivel de confianza es un indicador de la precision de la medicion que hemos hecho dentro de un intervalo (24,24;
47,76) para pu = 36 horas.

. X—u 2424—36
X=12424->2z= = =
P(24,24 < X < 47,76) - Tipificamos

- A =-1,96
B Xx—u 47,76 — 36
X =47,76 > z = p = G =1,96

P(24,24 < ¥ < 47,76) - P(—1,96 < z < 1,96) = P(z < 1,96) — P(z < —1,96) =
=P(z<196) —P(z>1,96) = P(z < 1,96) — (1 — P(z < 1,96)) = 2P(z < 1,96) — 1

P(24,24 < x < 47,76) = 2P(2 < 1,96) — 1 = 2-0,9750 — 1 = 0,095 = 95%

Solucién: El nivel de confianza con el que se han hecho los calculos es del 95%.
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SOLUCIONES EXAMEN EvAU SEPTIEMBRE 2017

OPCION B

Ejercicio 1. (Calificaciéon maxima: 2 puntos)
Considérense las matrices:

a) Determinese la matriz C*.
b) Calculese la matriz X que verifica X -A+3B=C.

a) Calculamos primero C - C y asi comprobamos si hay alguna regla que nos de informacion para obtener la matriz que
nos piden.

- — (-1)- (=) +0-3 (=1)-0+0-1
(31 (1))'(31 (1))=< 3-(—1)+J£-3 3-0+J;-1 ):((1) (1))

Nos damos cuenta de que C - C = I (matriz identidad)
Y sabemos que C - 1= C, luego C*=C.

Podemos decir entonces que si calculamos C": cuando n es par, nos va a dar la matriz identidad y cuando n es
impar nos da la matriz C; por tanto, c*=1

b) Despejamos X: X -A+3B=C>X-A=C-3B>X-A-A'=(C-3B)A'>X -1=(C-3B)- A" >
X =(C-3B) A"

Calculamos ahora la inversa de la matriz A.
Seglin la formula:

_ (Adj A)*
A=
Al = |—11 _12| =1
(Adj A) = (% 1)——> (Adj A)t = (1 i) B (j :i)

cne(3 D36 =G5 )= )
-G DG D-E Y

Ejercicio 2. (Calificacion maxima: 2 puntos)
Se considera la funcion real de variable real

fl) = =2

3x—-2

a) Estudiense sus asintotas.
b) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.
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a) Asintotas verticales: son las rectas que cumplen lim, _,, f(x) = + oo entonces x = a hay una asintota vertical

x%-1 . .
3, bara determinar el valor de a, en primer lugar lo que

En las funciones racionales como la del examen, f(x) =

hacemos es calcular el dominio:

D (f(x)) =R — {2/3}
Por tanto comprobamos si en a = 2/3 hay una asintota vertical
o1 o5

lim 2 - o - @ luego en x = 2/3 hay una asintota vertical
3

Asintota horizontal: se calcula el lim,_, 4o, f(x) = b, si se cumple esto, decimos que en y = b hay una asintota
horizontal.

x*—1 o ) o
= — —-> resolvemos la indeterminacion:
(00)

m
x>t 3x — 2

X2 1
2 p——
. x“=1 . 27 32 1 . , .
lim, S 46 P ler == o= +00 2 en este caso, podemos decir que no hay asintotas horizontales.
- - XX 7T
X X

Asintotas oblicuas: Como no hay asintota horizontal, buscamos asintotas oblicuas que es tiene que ser y = mx + n, siendo

x
m= lim& n= lim f(x) — mx
X— 0o X X—00
x2—1 24 L
. 3x—2 X
mE AT X o3x2— 2x 3
i x2—-1 1 i 3(x* - 1)—x(3x—2)  2x—3 2
e e 3e—2 37 % (B3x—2)-3 T % ox—6 9
Hay una asintota oblicua en y = %x + g

b) Para saber cuales son los intervalos de crecimiento y decrecimiento, calculamos, en primer lugar, la primera derivada
de la funcion:
2x(3x—2)— (x*—1)-3  6x*— 4x—3x*+ 3 3x*— 4x+3

f1e = (3x — 2)? = (3x — 2)2 T T Bx-2)
Ahora, igualamos la derivada a cero y asi calculamos los puntos criticos:
"(x) = 0 Sxf— 4x+3 0—> 3x2— 4x+3=0
= —_ =VU— - =
f'(x Gx = 2)2 X X
4 + 16 - 36
x = — % €R

Como no se anula la derivada, vemos que valores toma la derivada en el dominio de definicién de la funcién y vemos
que /(x) >0V x €R-{2/3}
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Ejercicio 3. (Calificacion maxima: 2 puntos)
Se considera la funcion real de variable real
fx) = x? + ax
a) Calctlese el valor del parametro real a para que la funcion f(x) tenga un extremo relativo en x = 2. Determinese si se
trata de un maximo o un minimo local.
b) Para a = -2, hallese el area del recinto acotado por la grafica de f(x), el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 2.

a) Para que la funcién tenga un extremo relativo en x = 2, se debe cumplir que £(2) =0y £°(2) > 0.
fx)=x*+ax > f(x)=2x+a DPQ2)=2-2+a=4+a >4+a=0> a=-4

£ (x)=2 = £’(2) > 0 2 en x =2 hay un minimo, en la funcién f(x) = x> -4x y en el punto (2, -4)

b) f(x) = x* — 2x. Nos piden el area siguiente:

v filx)=x2-2x

Y para ello, calculamos la integral definida comprendida entre los puntos 0 y 2.

A:fozxz_ 2x dx = |fozx2_ 2xdx|= x3_3_ 292c_2]§|= |(§_ 22)_ (03_3_ 02)|= §u2

Ejercicio 4. (Calificacion maxima: 2 puntos)
La probabilidad de que cierto rio esté contaminado por nitratos es 0’6, por sulfatos es 0°4, y por ambos es 0°2. Calctlese
la probabilidad de que dicho rio:

a) No esté contaminado por nitratos, si se sabe que esta contaminado por sulfatos.
b) No esté contaminado ni por nitratos ni por sulfatos.

a) A = El rio estd contaminado por nitratos B = El rio esta contaminado por sulfatos.

P(A)=06 PB)=04 PANB)=02 PA)=04 P(B)=06

La probabilidad de que dicho rio no esté contaminado por nitratos, si se sabe que esta contaminado por sulfatos:
Utilizamos Bayes:

P(AnB) P(B)— P(AnB) 0'4-02

P(A/B) = P(B) P(B) 0'4

0’5

b) Probabilidad de que el rio no esté contaminado ni por nitratos ni por sulfatos:
PANB)=P(AUB)=1—[P(A)— PANN)]=1-(06+004—-02)= 02
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Ejercicio 5. (Calificacion maxima: 2 puntos)
La longitud auricular de la oreja en varones jovenes, medida en centimetros (cm), se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribucion normal de media p y desviacion tipica 0 = 0’6 cm.

a) Una muestra aleatoria simple de 100 individuos proporciond una media muestral X = 7 cm. Calctilese un intervalo de
confianza al 98% para .

b) (Qué tamafio minimo debe tener una muestra aleatoria simple para que el error maximo cometido en la estimacion de
 por la media muestral sea a lo sumo 0’1 c¢m, con un nivel de confianza del 98% ?

a) X:N(u, 0) 2 X: N(u, 0°6)
_ T AN ace B g
Para la muestra de n = 100, la distribucion es: Xx: N (y, m)
El intervalo de confianza para la media poblacional a partir de la media muestral es:
o o
X— Za— ,X + Za—)
( z+/n z+4/n

Para el intervalo de confianza al 98%: 1 —a=0’98

a=002 2> &/2=001 luego 1 —a=1-0°01 =099, al buscar en las tablas el valor de za/2 que da el valor 0’99,
comprobamos que es 2°33. Por tanto, el intervalo en el que se encontrara la estatura media sera:

0'6 0'6
7—-233—,7+ 2'33— ) =(6'86;7'14)
< V100 \/100)

b) Calculamos el tamafio muestral a partir del error de estimacion:
(e} .
E= z4/ =Y despejando n queda:
Z52 O
n=———
E2

2
0'6
n > <2’33 . m) = 1954 — n > 196 elementos



