e e C.E. Luis Vives — Control de aprendizaje
Sol: 91 559 4770 % Moncloa: 91 542 5007

Mateméticas aplicadas a las CCSS, examen de junio, curso 2018-19

OPCION A

1. Se consideran las siguientes matrices
kK 1 2 1 0 1 1 1
A=<1 4 3>,B=<0 1 0>yC=(0 —1)
0 0 7 4 0 3 1 0

a) Obténgase el valor de la constante k para que el determinante de la matriz
A — 2B seanulo.

La ecuacion matricial a calcular es la siguiente: |A — 2B| =0

Teniendo esto en cuenta, se reemplaza por las matrices Ay B:

k1 2 1 0 1 k1 2 2 0 2 k-2 1 0
1 4 3|—-2{(0 1 0)=|1 4 3]—-(0 2 0= 1 2 3
0 0 7 4 0 3 0 0 7 8 0 6 -8 0 1

A continuacion, se resuelve el determinante y su resultado se iguala a 0.

k=2 1 0
1 2 3|=2k-2)-24—-1=0-52k—4-24—1=0
-8 0 1

29
—>2k=29—>k=7

. . 29
Para que el determinante sea nulo, k debera valer >
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b) Determinese si las matrices Cy (C*- C), donde Ct denota la matriz traspuesta
de C, son invertibles. En caso afirmativo, calcllense las inversas.

Para que una matriz pueda ser invertible, es necesario que ésta sea cuadrada.
Teniendo esto en cuenta, y dado que la matriz C es rectangular, ésta no sera
invertible.

En cuanto a Ct - C, es necesario, en primer lugar, determinar la traspuesta de C:

c=(o )-e-( 5 0

1 0
Seguidamente, se comprueban las dimensiones del producto Ct - C:
C2t><3 “C3x2 = (Ct *C)2x2
Como el resultado es una matriz cuadrada, es susceptible de que exista inversa.
Asi pues, se calculara Ct - C, y a continuacion se calculara su determinante:
1 1
o= 5 D )6

ICt-C|=|i ; —4-1=3

Dado que el determinante de C*-C es no nulo, si que existe inversa. Asi pues,
ésta se determinara mediante el siguiente procedimiento:

2 -1 2 1
L (adj)” (5 5 ) 3 3
|A] 3 1
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2. Una voluntaria quiere preparar helado artesano y horchata de auténtica chufa
para un rastrillo solidario. La elaboracién de cada litro de helado lleva 1 hora de
trabajo y la elaboraciéon de un litro de horchata 2 horas.

Como la horchata no necesita leche, sabe que puede preparar hasta 15 litros de
helado con laleche que tiene.

Para que haya suficiente para todos los asistentes, tiene que preparar al menos
10 litros entre helado y horchata, en un maximo de 20 horas.

a) Represéntese la region del plano determinada por las restricciones
anteriores.

En primer lugar, se nombraran a las variables, y sobre eso se estableceran
las relaciones que hay entre todos los datos dados:

Helado: x | Horchata: y

x+2y <20
x <15
x+y=10

Una vez obtenidas las inecuaciones que conforman la region factible, se
procedera a representarlas:

Finalmente, se determinaran las coordenadas que delimitan la regién factible,
siendo éstas:

A: (0,10) | B:(15;2%5) |C:(150) | D:(10,0)
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b) Si el beneficio por litro es de 25 euros para el helado y 12 euros para la
horchata, obténgase la cantidad de cada producto que se deberd preparar
para maximizar el beneficio y calculese el beneficio méaximo que podria
obtenerse.

Primeramente, se elaborara la funcion objetivo:
Max B(x,y) = 25x + 12y

Y a continuacion, se sustituirdn cada una de las coordenadas obtenidas en
el apartado a), a fin de obtener el valor maximo:

B,(0,10) = 120€
By(15;2'5) = 405€
B-(15,0) = 300€
B, (10,0) = 250€

El beneficio maximo se alcanza en la combinacion (15;2°5), por lo que lo

optimo sera producir 15 litros de helado, y 2’5 litros de horchata;
obteniéndose con ello un beneficio maximo de 405€.

3. La derivada de la funciéon real de la variable real, f(x), viene dada por la
expresion:

fi(x)=2x>*—4x—-6

a) Obténgase la expresiéon de la funcidn sabiendo que pasa por el punto (0,3)

En primer lugar, se calculara la integral indefinida de la funcion:
2x3
(2x2—4x—6)dx=T—2x2—6x+CEf(x)

Seguidamente, dado que se indica que la funcion pasa por (0,3), es necesario
hacer la relacion f(0) = 3, y sobre eso despejar la constante c:

2(0)°
3

f(0) = -2(0)?%-6(00+c=3->c=3

Por tanto, la expresion de la funcién f(x) sera:

3

2x
f(x)=T—2x2—6x+3
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b) Determinense los extremos relativos de la funcién f(x) indicando si
corresponden a maximos o minimos relativos y estudiese la concavidad
(U) y convexidad (N).

Primeramente, se igualara a cero la derivada, para sobre eso obtener
puntos criticos:

44/(=92-4()(-6) _ (3

f(x)=2x2—4x—6=0->x= 2 1

A continuacion, se calculard la segunda derivada de la funcion, y se
sustituirdn en ella los puntos criticos:

f'3)=4%x3—-6=6>0- Miximoenx =3

f"(x)=4x—6—>{,, o
f(-1)=4x(-1)—-6=-10< 0 > Maximoenx = —1

Para estudiar la concavidad y convexidad de la funcion, se igualara la
segunda derivada a 0, y se despejara la x. Seguidamente, se tomaran
valores a la izquierda y derecha de dicha x, y se sustituirdn en la segunda
derivada:

" 3
f(x)=4x—6=0—>4x=6—>x=§

£"(0) = 4(0) — 6 = —6 — Convexo
f'(2) =4(2) — 6 =2 - Céncavo

La funcion es convexa en el intervalo (—«;3/2), y concava en el intervalo

(3/2; ).
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4. Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que:
P(A) = 06, P(B) = 08y P(AN B®) = 0-1.
a) Calculese la probabilidad de que ocurra el suceso A si no ha ocurrido el suceso B

P(A NB¢ 01 01 1
( )_ ——===05

P(A/B%) = P(BS) 1-08 02 2

La probabilidad de que ocurra el suceso A si ho ha ocurrido el suceso B es del 50%
Y determinese si los sucesos A y B son independientes:

Para comprobar si dos sucesos son dependientes o independientes, es necesario
obtener la interseccion de Ay B por dos vias:

1) P(ANB)=P(A)xP(B) > P(ANB)=06x08—- P(ANB) =048

2) P(ANBS)=P(A)—P(ANB) - P(ANB)=P(A)—P(ANB") >

01=06—-P(ANB) > P(ANB)=06—-01-P(ANB) =05

Una vez despejadas las intersecciones por ambos calculos, se comparan:

048 # 05
Como no coinciden, se concluye que A y B son sucesos dependientes
b) Obténgase la probabilidad de que ocurra alguno de los dos sucesos, A o B.
P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB)=06+08—-05=0"9

La probabilidad de que ocurra alguno de los sucesos es del 90%
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El precio mensual de las clases de Pilates en una region se puede aproximar
mediante una variable aleatoria con distribucion normal de media peuros y
varianza 49 euros?.

a)

b)

Seleccionada una muestra aleatoria simple de 64 centros en los que se
imparte este tipo de clases, el precio medio mensual observado fue de 34
euros. Obténgase un intervalo de confianza al 99’2% para estimar el
precio medio mensual,u, de las clases de Pilates.

2 f49
ICW 00, = | 34265 | | = (31'68;36'32)

El intervalo de confianza para la media es (31'68;36'32)

NOTA: para obtener z,,, se ha utilizado el siguiente procedimiento:

a a
1-a=0992 - a =0'008 —>E= 0'004 — 1—52 0'996—>Za/2 = 2'65

Determinese el tamafio muestral minimo que deberia tener una muestra
aleatoria simple para que el error maximo cometido en la estimacion de la
media sea como mucho de 3 euros, con una confianza del 95%.

1'96 x 7\°
n= —3 = 20'91 = 21 centros

La muestra debe tener un tamafo minimo de 21 centros.

NOTA: para obtener z,,, se ha utilizado el siguiente procedimiento:

a a
1-a=095->a=005 —>§=0’025—>1—E=0’975—>za/2=1’96
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OPCION B

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del
parametro real m:

-x+y+z=0
x+my—z=0
x—y—-mz=0

a) Determinense los valores del parametro real m para que el sistema tenga
soluciones diferentes a la solucion trivial x =y =z = 0.

Para resolver este apartado, es necesario comprar los rangos de las matrices A y
A”. Ello se hara de la siguiente manera:

0

0

0

x+my—z=0 1 m -1

—-x+y+z=0 -1 1 1
x—y—mz=0 1 -1 m

-1 1 1
[Al=0-4l=|l1 m -1l=-m?-2m—-1=0-
1 -1 m

2+ /27 -4CED(ED 2 _
-om= 2(-D) —_—2—1—>m——1

Discusion:

Casol:m=+#1-|Al#0->Rg(4) =3

-1 1 &
(A*)=( 1 m 9)—>|A*|=0—>Rg(A*)<3
1 -1 &

Rg(A) # Rg(A*) — Sistema Incompatible

Esto indica que la Unica solucién vélida para el sistema es la solucion trivial
x=y=z=0
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Caso2:m=1-|A|=0-Rg(4) <3

-1 1 1
w=(1 -1 1)
+ = =

-1 1
Mool = |, | =0~ Re(4) <2

IMipql =1-1 =-1#0->Rg(4) =1

-1 1 &
(A*)=< 1 -1 9)—> [A*] =0- Rg(A*) <3
1 -1 8

|Masz| = |=0-Rga) <2

|—1 1
i+ =
Myl = 1-1 =-1#0-> Rg(4™) =1

Rg(A) = Rg(A*) # N°incognitas — SCI

Resolucion para un sistema de infinitas soluciones:
—x+y+z=0 —x+y+z=0
{%9 —>{ y=2 > —x+A1+6§=0->x=1+6
——ptaz=20 z=26

Solucién: (x,y,z) = (A +65,4,6)
b) Resuélvase el sistema param = 1.

-1 1 1
1 m -1

1 -1 m

0 -1 1 1
0= 1 1 -1
0 1 -1 1

|Al=—-m?-2m—-1- |A] = -4

0
0)
0

0 1 1 -1 0 1 -1 1 0
0 1 -1 1 0 -1 1 1 0
_10 -1 11_ _11 0 11_ _11 -1 0l_
x = > 0 y 2 0 z 2 0

Solucioén: (x,y,z) = (0,0,0)
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Se considera la funcién real de variable real:

f(x)=x2+4

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y
obténganse sus asintotas verticales y horizontales, si las tuviese:

Célculo de intervalos de crecimiento y decrecimiento:

i) Se comprueba el dominio de f(x):

x2+4=0-x2=-4->x=+3Y—4=2->Domf(x) =R

ii) Se calcula f'(x) = 0 para obtener puntos criticos:

, —16x
f(x)=m=0—>—16x=0—>x=0

iif) Se hacen intervalos con los puntos del dominio y los puntos criticos, y se
escogen numeros dentro de dichos intervalos. Posteriormente se sustituyen

en f'(x):

(—e0,0 U (0,0) > {* 7

f'(—=1) > 0 = Crece — Intervalo de Crecimiento: (—, 0)

f'(1) < 0 - Decrece — Intervalo de Decrecimiento: (0, )
Célculo de asintotas:
Asintota Vertical: f(x) es continua en todo su dominio, por lo que no tiene AV.
Asintota Horizontal:

A f(x) =0
lim f(x) =0

La funcién f(x) tiene una AH en x = 0 y no tiene Asintota Oblicua.
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b) Obténgase la ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto x = 2

Célculo de la ecuacion de la recta tangente:

8

) fA=5z5=1-y=1
o —-16X2 1 1
i) f'(2) = (22+z)2= —;om=-—3

iii)y=mx+n—>1=—%x2+n—>n=2—>y=—§+2

La ecuacion de la recta tangente es y = —g +2

3. Lafuncion real de variable real, f(x), se define segun la siguiente expresion:

e*+ksix<0
1-x%si0<x<3

f(x): 1

six >3
3

a) Analice la continuidad de f(x) en todo su dominio segun los valores de k.

Continuidad enx =0

£(0) = lim £ (x)
) FO)=e®+k>f0)=1+k

i) lim,_q f(x) » {lir;li::__,(i(;zxj i 1_ k > limy_o- f(x) = lim,_ o+ f(x) >

-1+k=1-k=0

Para que f(x) sea continua en x = 0, es necesario que k = 0.

Continuidad en x = 3

f(3) = lim )
)f(3) =8

lim,3- f(x) = -8

limx—>3+ f(x) = - limx_>3_ f(X) * limx_)3+ f(X)

i) lim,s £ §

Para que f(x) no es continuaen x =3
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b) Considerando k = 0, obténgase el area del recinto acotado delimitado por
lafuncion f(x), el eje de abscisas, y lasrectas x = -1y x = 1.

e*six<0
1—x%s5i0<x<3

fa=4""%

i x >3
351x

0

f_llf(x) dx = f_olf(x)dx + folf(x)dx = f eXdx + fol(l — x?)dx

-1

0
f e*dx
-1

i) Para el tramo de funcién, se comprueba si hay algun valor de x que
haga que la funcion pase por debajo del eje de abscisas:

e* = 0 - No hay ningun valor para x que cumpla la ecuaciéon

ii) Dado que no existe ningun valor para x cumpla e* =0, puede
afirmarse que e* siempre pasara por encima del eje de abscisas, y por
tanto siempre tendra imagen positiva. Asi pues, el area resultante
seria la siguiente:
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1
f (1 —x*dx
0

i) Para el tramo de funcién, se comprueba si hay algun valor de x que
haga que la funcion pase por debajo del eje de abscisas:

1-x2=0->x2=1->x=4V1->x=+1
La funcién tiene puntos de corte en x = —1 y x = 1. Dado que el tramo
de la integral abarca el intervalo [0,1], se tomara un valor de x dentro
de este intervalo, y se sustituira en el tramo a fin de comprobar si la
imagen de f(x) quedara por encima o por debajo del eje de abscisas:

[01] > x=0'5-f(0'5)=1-052>0

El resultado obtenido es positivo, por lo que la funcidon tiene imagen
positiva en el intervalo [0,1].

i) Asi pues, el area resultante sera la siguiente:

1 , x31 13 03 ,
1- dx=|x——| =(1—-——=—|—-|0——| =066
Ja-sdax=lp-5] =(1-3)-(o-F) =00

0

Teniendo lo anterior en cuenta el area total sera:

1 0 1
f fx)dx = f e*dx +f (1 —x%)dx = 0'63u? + 0'66u? = 1'3u?
-1 0

-1

El valor del area del recinto acotado delimitado por la funcién f(x), el eje
de abscisas, y las rectas x = =1y x = 1 es de 1'3u?.
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4. De un estudio realizado en una regién, se deduce que la probabilidad de que un
niio de primaria juegue con consolas de videojuegos mas tiempo del
recomendado por los especialistas es 0’60. Entre estos ninos, la probabilidad de
fracaso escolar se eleva a 0’30 mientras que, si no juegan mas tiempo del
recomendado, la probabilidad de fracaso escolar es 0’15. Seleccionado un nifio
al azar de esta region:

a) Obténgase la probabilidad de que tenga fracaso escolar.

Para resolver este apartado, se comenzara elaborando un arbol:

o7/ "
0'6 J
o3 F

0'85,F
)

015 N

J: Jugar mas de lo recomendado

J: No jugar mas de lo recomendado

F: Tener fracaso escolar

F: No tener fracaso escolar

P(F)=PJNF)UPJ°NF)=06x03+04x0'15 = 0'24

La probabilidad de temer fracaso escolar es del 24%.
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b) Si tiene fracaso escolar, determinese cudal es la probabilidad de que no
juegue con estas consolas més tiempo del recomendado.

PJ°nF) P(J°)-P(F/]°) 06-015
P(F) P(F) T 024

P(J°/F) = = 0'375

La probabilidad de que, sabiendo que tiene fracaso escolar, no haya jugado mas
tiempo del recomendado es de un 37'5%.

NOTA: J¢ denota el suceso complementario del suceso J.

5. El peso de las mochilas escolares de los nifios de 5°y 6° de primaria, medido en
kilogramos, puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucion
normal de media u kilogramos y desviacién tipica ¢ = 1'5 kilogramos.

a) En un estudio se tomé una muestra aleatoria simple de dichas mochilas
escolares y se estimo el peso medio utilizando un intervalo de confianza del
95%. La amplitud de este intervalo resulté ser 0’49 kilogramos. Obténgase el
numero de mochilas seleccionadas en la muestra.

En primer lugar, es necesario determinar el error de estimacion:

_ Longitud  0'49
22

= 0245

Habiendo obtenido el error, podra calcularse el tamafio de la muestra mediante la
siguiente férmula:

(196 x1'5\" ad mochil
n= 0245 = mocnilas

La muestra fue de 144 mochilas.

NOTA: para obtener z,,, se ha utilizado el siguiente procedimiento:

a a
1—a=0’95—>a=0’05—>5=0’025—>1—§=0’975—>za/2=1’96
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b) Supbéngase que u =6 kilogramos. Seleccionada una muestra aleatoria
simple de 225 mochilas escolares, calculese la probabilidad de que el peso
medio muestral supere los 5’75 kilogramos, que es la cantidad maxima
recomendada para los escolares de estos cursos.

Este apartado se resuelve mediante la tipificacion de la media:

P(x >5'75) = P(z > —2'5) = P(z < 2'5) = 0'9938

Xx—u 5'75-6

Z=—G =75 -2’5
Vn 2225

La probabilidad del que el peso medio muestral supere los 575 kilogramos es de
un 99'38%.



