Cenbtro de esbudios

Matematicas CCSS EVAU - modelo 2023

OPCION A

1 -1 a
A={a 1 -a
1 1 1

a) Determine los valores de a para los cuales la matriz 4 es invertible.
b) Calcule A1 paraa = 1.

A.1. Considere la matriz

Resolucion:

a) Para calcular los valores en los que A es invertible se debe igualar a O el determinante de la
matriz A4; y, sobre eso, despejar el parametro a:

1 -1 a , , ~2+./22 —4()(1)
|A] = 1 —-a|=1+a+a*—a+a+a=a“+2a+1=0-a= =-1
2(1)
1 1 1
Discusién:
e Casolia#—-1-|Al#0-3471
e Caso2:a=-1-|Al=0->3724"1
Conclusion:

Si a # —1, el determinante de la matriz A es no nulo; y, por tanto, la matriz sera invertible. Por el
contrario, si a = 1, el determinante de la matriz A sera nulo; y, por tanto, la matriz no sera inverible.

b) Calculo de lainversa paraa = 1:
1 -1 1
i) Se reemplaza el pardmetroenlamatrizA:A=(1 1 -1
1 1 1

ii) Se resuelve el determinante de la matriz A: |A| = (1)? +2(1)+1 =4
-2

2 0
iii) Se obtiene la matriz Adjunta: Adj(A) = ( 0 —2)

2
iv) Se transpone la matriz adjunta: (Ad](A)) =< )
—2 2
1 0
. 2 2 0 21 2 )
V) Se reemplaza en la férmula para la matrizinversa:A‘1=Z -2 0 2)=[—3 0 >
0o -2 2 1 1
0 —= =
2
Conclusién:
1 0
2 2
La matriz inversa serd: A™1 = —% 0 %
o -1 1%
2 2
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A.2. Una empresa de transportes ha comprado dos furgonetas, una grande y otra mediana. La
normativa vigente solo permite circular un maximo de 400.000 km a la grande, 250.000 km a la
mediana y un total de 600.000 km entre ambas. Por las rutas que establece la empresa, por
cada kildmetro que recorre la furgoneta grande, la mediana circula como maximo 2 km; y por
cada kilometro que recorre la furgoneta mediana, la grande hace un maximo de 4 km. Por cada
kildmetro de circulacién de la furgoneta grande se obtiene un beneficio de 10 céntimos y por
cada kildmetro de circulacion de la mediana un beneficio de 5 céntimos.

Resolucién:
i) Se define la funcién objetivo y las restricciones:
Max f(x,y) = 0"1x + 0’05y
s.a.:

x < 400.000
y < 250.000

x +y < 600.000
x <4y
y < 2x

i) Se representa la region factible:

300000

nnnnnn

200000 [ ]

150000

100000

50000

iii) Se localizan las coordenadas que delimitan la region factible, y se reemplazan en la
funcién obijetivo:

(0,0) - £4(0,0) =0'1-0+0'05- 0 = 0€

(125.000,250.000) — f5(125.000,250.000) = 0’1 - 125.000 + 0’05 - 250.000 = 25.000€

(

(

350.000,250.000) — f(350.000,250.000) = 0’1 - 350.000 + 0’05 * 250.000 = 47.500€
400.000,200.000) — f;,(400.000,200.000) = 0’1 - 400.000 +0'05 - 200.000 = 50.000€
E = (400.000,100.000) — fz(400.000,100.000) = 0’1 - 400.000 + 0’05 - 100.000 = 45.000€

A
B
C
D

Conclusion:

Dado que se pide maximizar la funcién f(x,y), el tnico punto que lo permite es la coordenada D,
siendo 5000000 el valor maximo alcanzado. Esto quiere decir que, para obtener el maximo beneficio,
la furgoneta grande debera recorrer 400.000 km y la mediana 200.000 km, siendo 50.000€ el maximo

beneficio que se obtiene.
2 |—
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A.3. Resuelva
a) Represente la grafica de la funcién f(x) = x> — 3x + 1 prestando especial atencion a la
determinacion de sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. Determine los valores
de x en los que f alcanza maximos o minimos relativos.
b) Represente la grafica de g(x) = f(x — 3) + 2, donde f es la funcién del apartado anterior.

Resolucion:

a) Representacion de la funcion f(x) = x3 —3x + 1

4 3 7 A ov 2 3 4
4

4

Estudio de la monotonia de la funcién:
fl(x)=3x2-3=0->x=+1

T (-1 (1) | (Lo
Valor de x —2 0 2
Signo de f’(x) >0 <0 >0
Interpretacion Crece Decrece | Crece

Estudio de extremos relativos:
e Para x = —1, la derivada, a la izquierda de —1 tener signo positivo; y, a su derecha,
negativo, por lo que tiene un maximo.
e Para x =1, la derivada, a la izquierda de 1 tener signo negativo; y, a su derecha,
positivo, por lo que tiene un minimo.

Conclusion:

La funcién es creciente en los intervalos (—oo — 1) y (1, ©); vy, decreciente, en el intervalo (—1,1).
Asimismo, la funcién cuenta con un maximo en x = —1, y un minimo en x = 1.

—
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b) Representacion de la funcion g(x) = f(x —3) +2
Antes de poder representar la funcién g(x), es necesario plantearla:
gx)=(x-33-3x—-3)+1+2=x3-9x?+24x— 15

Asi pues, la representacion sera:

A.4. Considere el lanzamiento de un dado equilibrado. Sea A el suceso el resultado es 1 o0 2, B el
suceso el resultado es 2 0 3y C el resultado es par.

a) Verifique que P(A|C) = P(B|C) = P(A N B|C).
b) Calcule P(A U B|C).

Resolucion

a) Verificacién de P(A|C) = P(B|C) = P(AN B|C):

La probabilidad de sacar 1 o 2 es 2/6; ahora bien, como la condicién es que el resultado sea
par, el suceso A N C tiene una probabilidad de 1/6. Por otra parte, en un dado de 6 caras,
existen 3 casos en los que el nUmero sea par; por lo que la probabilidad de obtener un
numero par es 3/6. Contando con lo anterior, el suceso A|C sera:

1

P(ANC) £ 1

P(AIC):%:%:i
6

En cuanto a la probabilidad de B|C, el razonamiento seria similar: el suceso B (sacar 2 o 3)
tendria una probabilidad de 2/6. No obstante, como esta condicionado a que se produzca C,
seria 1/6. Por otra parte, la probabilidad de sacar un nimero par es de 3/6. Asi pues, la
probabilidad del suceso B|C sera:

P(BNC)

P(BIO) = 5

o Ww|o =
|

. )

—
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Finalmente, la probabilidad de A n B|C se trataria de que, simultdneamente se produjeran A
y B (1/6), con respecto a que se trate de un numero par (3/6). Contando con esto, la
probabilidad del suceso sera:

1

P(BNC) _
“P(C) 3 3

PBIC) = =5

o Wl

A.5. Para una poblacién en la que se observa una variable aleatoria X con distribucién normal, de media
desconocida y desviacion tipica igual a 1,5, se tomé una muestra aleatoria simple para estimar la
media poblacional y se obtuvo un intervalo de confianza cuyos extremos son 11,0703y 12,9297.

a) Determine el valor de la media muestral.
b) Si el tamaio de la muestra fue 10, ;cual es el nivel de confianza del intervalo obtenido?

Resolucion
a) Cdlculo de la media muestral:

Para calcular la media muestral, se va a obtener la media aritmética del intervalo:

11’0703 + 129297
=12

X =
2
Conclusion:

La media muestral sera de 12

b) Calculo del nivel de confianza:
i) Se determina el valor de la cota del error (E):

12 - E =11'0703

12 +E = 12/9297 ~ £ = 09297

ii) Una vez obtenido el error, se despeja el valor de Zay, 2 partir de la cota del error:

o E
E=Za/ = Zay = —— 0’9297
2 n /2 o — — 1!
_\/ﬁ - Zay, 5 196
E =0'9297 V10

iii) Obtenido el valor de zay,, S€ localiza la probabilidad asociada a dicho valor
P(za;, = 1'96) = 0'975
iv) Conocida la probabilidad, se despejarda 1 — a
1—%=0’975—>%= 1-0975=0'025>a=005->1—a =095

Conclusion:

El nivel de confianza utilizado fue del 95%

—
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OPCION B

B.1. Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a € R:

x+ay=a
ax+y+az=0}
z=1

a) Discuta la compatibilidad del sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 2.

Resolucion:

a) Discusion del sistema:

i) Se reescriben las ecuaciones a forma matricial:
x+ay=a 1 a O0]a
ax+y+az=0}—>A* =(a 1 a 0)
z=1 0 0 111
ii) Se calcula el determinante de la matriz A, se iguala a O, y se despeja el parametro a:
1 a O
[Al=la 1 a|=1-a>’=0->a=+1
0 0 1
iii) Se discute el sistema mediante casos:

Casol:a#—-1ya=+1
|A| #0 - Rg(A) =3
|A*| #0 - Rg(A*) =3
1 -1 0
CasoZ:a=—1—>A*=<—1 1 -1
0 0 1

— Rg(A) = Rg(A*) = n%incognitas - SCD

-1
0)
1

! _ -1 0 _ _

Al = 0> Rg(4) <3 > [Mpa| = | ;| =—1%0-Rg(4) =2

-1 -1 0
0 1 -1
1 0 1

-

14| = =0—>Rg(A)<3—>|M2X2|=|O 1|=—1¢0—>Rg(x4)=2

— Rg(A) = Rg(A*) # n%incodgnitas = SCI
1
0>
1

10
|41 = 0> Rg(4) <3 > [Mpa| = |, | =1#0-Rg(W) =2

1 1 0
Caso3:a=1-4"=(1 1 1
0 0 1

1 -1 0 - Rg(A) # Rg(A*) —» SI
Afl=10 1 -1l=14+1=2%#0-Rg(4") =3
1 0 1
Conclusion:
e Sia# —1ya # 1, elsistema tiene solucién Unica.
e Sia = —1, el sistema tiene infinitas soluciones.

e Sia =1, elsistema es irresoluble.
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b) Resolucion del sistema para a = 2:
i) Se plantea la matriz A* acorde a a = 2:

1 2 02
A*=[2 1 2]0
0 0 111
i) Se resuelve el determinante de A:
=170 141 = -3
a=2
iii) Se resuelven los determinantes las matrices Ay, A, y A,:
2 20 1 2 0 1 2 2
[Axl=10 1 2|=6 |4)]|={2 0 2[=-6 |4 l=|2 1 0|=-3
1 0 1 0 1 1 0 0 1
iv) Se obtienen las soluciones:
|Ax| 6 IAyl —6 IAzl -3
AT 3 YAl T3 CTal T =3
Conclusion:

La solucién del sistema es (x,y,z) = (—2,2,1)

B.2. Resuelva:

a) Determine el area de la region acotada del plano limitada inferiormente por el eje de las
x y superiormente por la parabola y = 9x — x2.

b) Determine el area de la region acotada del plano limitada inferiormente por la parabola
y = 9x — x? y superiormente por las rectas tangentes a esa parabola en los puntos de

corte con el eje de las x.

Resolucion:

a) Calculo de la region acotada del plano limitado por el eje x y la pardbola y = 9x — x?

i) Se buscan los puntos de corte de la funcion con el eje x

22— - — x=0
9x — x 0-x(9—x) 0—>{x:9
ii) Se plantea la integral, y se resuelve mediante la Regla de Barrow:
9 9x2 %3]’ 9(9)2 (9)3 9(0)2 (0)3 729 729 729
Ix —x¥dx|=|——-=| | = - - - = - = = 121'5u?
fo(x x| = |5 3]0 ‘(2 3)(2 9) 2 31 6 “

Conclusion:

El area comprendida bajo la curva es de 121’5u®

) )
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2 con las rectas tangentes en los

b) Calculo de la regidn limitada por la pardbola y = 9x — x
puntos de corte con el eje x
i) Primeramente, es necesario averiguar cudles son las rectas tangentes las cuales pasan
por los puntos de corte con el eje x. Para ello, se buscan los valores x,, y,y m, y se
reemplazan en la ecuacion general de la recta tipo y — y, = m(x — xp):
Para x = 0, se cumple que x, = 0. Por tanto, los valores de y,y m seran:
e Valorde y,:
Yo=f(x) =f(0)=9(0)-0*=0-y,=0
e Valordem:
m = f'(xo)
f'x)=9—-2x;m=9
X =0
e Reemplazo en la ecuacién general:
y—0=9(x—0) - Ecuacién 1: y = 9x

Para x =9, se cumple que x, = 9. Por tanto, los valores de y,y m seran:
e Valorde y,:
Yo=f(x) =f(0)=9(9)—9>=0-y,=0
e Valordem:
m = f'(xo)
ffx)=9—-2x;m=-9
X =9
e Reemplazo en la ecuacién general:
y—0=-9(x —9) » Ecuaciéon 2: y = -9(x — 9)

ii) Una vez averiguadas las dos rectas tangentes, se igualan para averiguar en qué puntos
cortan entre si:

{ y=9x 9 9(x — 9) 1(x = 9) +952x=9 L
d = — = b d = — = e d = — b d = - = — = —
y = —9(x — 9) X X x X X X X X=2y=-

iiii) Conocidos los puntos en los que se interceptan, se plantea la integral:

9/2
f [9x — (9x — x?)] dx| +
0

9
j [(=9(x —9) — (9x — x?)]dx
9/2

2
2

9
= f x%dx| + J;(xz—18x+81)dx
O —

9
32 [«3 ?
= ——] + ——9x2+81x] =
3 0 3

3 3 3

= @ —<(0—)3> + <(9)39(9)2+81(9)>((2)9(9>2+81<9)) -

243

= _a8e_ 60’75
=3 = =

8 8

243| 243 243
3 +

+ =
5

Conclusion:

El area comprendida bajo la curva es de 60’'75u?
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B.3. Una pasteleria hace diariamente una cantidad fija de dulces cuya masa requiere de un tiempo
de reposo, el cual tiene que ser de una a dos horas. La pasteleria usa un ingrediente secreto. La
cantidad necesaria de ingrediente secreto, medida en gramos, varia en funcién del tiempo de
reposo de la masa segun la siguiente funcién:

Q(t) = %t‘* —3t?2+5;1 <t < 2,siendo t el tiempo de reposo medio en horas

a) La produccion diaria de dulces tiene un coste fijo de 150 euros mas el coste por el uso del
ingrediente secreto, el cual cuesta 100 euros/gramo. Obtenga la funcion que representa el
coste de produccidon diaria de estos dulces y encuentre el tiempo de reposo de la masa que
minimiza dicho coste. Indique el valor del coste minimo.

b) Obtenga el tiempo de reposo que maximiza el coste de produccion e indique la cantidad de
ingrediente secreto que se necesitaria en este caso.

Resolucion:

a) Expresion de la funcion del coste y estudio de sus extremos relativos:
C(t) = 150 + 100 - Q(¢)

1
1 C(t =150+100-(—t4—3t2+5)=50t4—300t2+650
Q(t)=5t4—3t2+5} © 2
200t=0->t=0

’ _ 3 _ — 2 _ —
C'(t) = 200t3 — 600t = 0 — 200¢(t2 — 300) 0_’{1:2—300=0—>t=i\/§

Dado que t estd comprendido entre 1 y 2 (ambos inclusive), el Gnico punto critico posible seria
t = /3. Asi pues, se estudiara si se trata de un maximo un minimo Unicamente en dicho punto:

C"'() = 6002 — 600 - C"(v3) = 600(v3)" — 600 = 1200 > 0 — Minimo en t = V3

Sabiendo que en t =+/3 se tiene un minimo, se reemplaza en dicha funcién de costes,
obteniéndose cudl es el coste minimo:

c(V3) = 50(v3)" —300(v3)” + 650 = 200
Conclusion:

La funcién de costes es C(t) = 50t* —300t? + 650, el coste minimo estd en t =+/3, y éste
asciende a 200€.

b) Calculo del tiempo de reposo que maximiza el coste de produccion:

Para responder al apartado, se parte de la base de que t estd comprendido entre 1 y 2. Sabiendo
que en t =+/3 se tiene un minimo, esto implicard que en alguno de los valores extremos del
intervalo el coste aumentara. Asi pues, reemplazando t = 1 y t = 2, respectivamente, en la funcién
C(t), se puede averiguar cudl es el valor de t que maximiza el coste

Tiempo (¢)

1 400
V3 200
2 250

El valor que maximiza el coste se obtiene cuandot = 1

—
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Conocido el valor que maximiza el coste, si se reemplaza en la funcién de costes C(t), se puede
determinar cudl es la cantidad de ingrediente secreto acorde a dicho valor de t:

1) ==t 3t2+5==-=2'5
Q =_t% =—=
Conclusion:

La cantidad de ingrediente que maximiza el coste total es de 2'5 gramos. Esta cantidad se obtiene
cuando se espera una hora (t = 1).

B.4. Se tienen 7 sobres cerrados. Uno de ellos contiene un premio y el resto son sobres vacios. Se
lanza un dado y luego se descartan tantos sobres vacios como el dado indique. Posteriormente,
se escoge al azar uno de los sobres que restan.

a) ¢Cual es la probabilidad de escoger el sobre premiado?
b) Sisalio el premio, ;cual es la probabilidad de que el resultado del dado haya sido el 1?

Resolucion:
Primeramente, se definen los sucesos A y B:

e Suceso A: Obtener un resultado del dado
e Suceso B: Escoger un sobre premiado.
e Sobre eso, se plantea un arbol de probabilidad:

Coger un sobre

a) Escoger un sobre premiado
P(B)=P(1nB)+P2NnB)+P(B3NB)+P(4NnB)+P(5nNnB)+P(6NB)=

= P(1) - P(B/1) + P(2) - P(B/2) + P(3) - P(B/3) + P(4) - P(B/4) + P(5) - P(B/5) + P(6) - P(B/6) =

11 11 1 11 11 1 46

1
[ s o E . el = = ~ 'Q20,
6 6+6 5+6 4+6 3+ + 1 120 0,4083 = 40'83%

Conclusion:

La probabilidad de obtener un sobre premiado es de un 40'83%
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b) Probabilidad de obtener 1 si se sabe que el sobre salié premiado:

P(1nB) P(1)-P(B/1) _ %'% _
P(B)  P(B) 46 147

12

P(1/B) =

=0'068 = 6'8%

Conclusion:

La probabilidad de obtener 1 sabiendo que el sobre fue premiado es de un 6’8%

B.5. Para estimar la proporciéon de estudiantes de una determinada facultad que utilizan la cafeteria
se toma una muestra de estudiantes al azar.

a) Sabiendo que la proporcion poblacional es P = 0,55, determine el tamafio minimo necesario

de la muestra de estudiantes para garantizar que, con una confianza del 98,02%, el margen
de error en la estimacién no supera el 10%.

b) Si la muestra aleatoria fue de 100 estudiantes, de los cuales 70 utilizaban la cafeteria,

determine un intervalo de confianza al 95% para la proporcion de estudiantes que utilizan la
cafeteria.

Resolucion:

a) Calculo del tamafio de la muestra

2 2
P-q VP-4 ,... V055045 ,
E=za, [—on=|za, >n=(233-————) =134'37=135

E 0’1
a a
1—a=09802 > a=0'0198 —» E =0'0099 - 1 _E =0'9901 —» Za/z =233
Conclusion:

El tamafno minimo de la muestra serd de 135 estudiantes.

b) Intervalo de confianza para la proporcion:

o =
I

1
1—a=095->a=005

il [C(ﬁ)o,95 = 0,7 i 1’96 .

Conclusion:

La proporcién de estudiantes que utilizan la cafeteria, con una confianza del 95%, estd comprendida
entre un 61'02%, y un 78'98%.
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