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EXAMEN MATEMÁTICAS II 

Universidad Complutense de Madrid  

Convocatoria Extraordinaria. Curso 2018-2019 

 

OPCIÓN A 

 

1.  
 
a)  
 

𝐴 = (
𝑘 𝑘 + 1 1
−1 𝑘 −1
𝑘 − 1 −1 0

)    𝐴∗ = (
𝑘 𝑘 + 1 1
−1 𝑘 −1
𝑘 − 1 −1 0

   
0
0

−𝑘 − 1
) 

 
 
Estudiamos el rango de A:  
 

|𝐴| = |
𝑘 𝑘 + 1 1
−1 𝑘 −1
𝑘 − 1 −1 0

  | = −2𝑘2 + 2 = −2(𝑘2 − 1) → |𝐴| = −2(𝑘2 − 1) = 0 → 𝑘 = ±1 

 
 

 Cuando 𝑘 ≠ ±1 → 𝑅𝑔𝐴 = 3 

 Cuando 𝑘 = ±1 → 𝑅𝑔𝐴 = 2 → |𝐴|2 = |
𝑘 −1
−1 0

| ≠ 0 

 
Estudiamos el rango de A*:  
 

 Cuando 𝑘 ≠ ±1 → 𝑅𝑔𝐴∗ = 3 → |𝐴∗| = |𝐴| ≠ 0 

 Cuando 𝑘 = −1 → 𝑅𝑔𝐴∗ = 2 → |𝐴∗|3 = |
−1 0 1
−1 −1 −1
−2 −1 0

| = 0 → |𝐴∗|2 = |
−1 0
−1 −1

| ≠ 0 

 

𝐴∗ = (
−1 0 1
−1 −1 −1
−2 −1 0

   
0
0
0
) 

 

 Cuando 𝑘 = 1 → 𝑅𝑔𝐴∗ = 3 → |𝐴∗|3 = |
1 2 0
−1 1 0
0 −1 −2

| ≠ 0 

 

𝐴∗ = (
1 2 1
−1 1 −1
0 −1 0

   
0
0
−2
) 
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Conclusión: 
 

 Cuando 𝒌 ≠ ±𝟏 → 𝑹𝒈𝑨 = 𝑹𝒈𝑨∗ = 𝟑 → 𝑺𝑪𝑫 
 Cuando 𝒌 = 𝟏 → 𝑹𝒈𝑨 ≠ 𝑹𝒈𝑨∗ → 𝑺𝑰 
 Cuando 𝒌 = −𝟏 → 𝑹𝒈𝑨 = 𝑹𝒈𝑨∗ = 𝟐 → 𝑺𝑪𝑰 

 
 

b)  
 
Cuando k = -1 el sistema tiene infinitas soluciones para cada incógnita (SCI), de hecho es un sistema 
homogéneo. 
 

 {

−𝑥 + 𝑧 = 0
−𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0
−2𝑥 − 𝑦 = 0

  → {
−𝑥 + 𝑧 = 0

−𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0
 → −2𝑥 − 𝑦 = 0 → 𝑦 = −2𝑥 → {

𝑥 = 𝑧
𝑦 = −2𝑥 = −2𝑧  

 

{
𝑥 = 𝑧

𝑦 = −2𝑥 = −2𝑧 → {
𝒙 = 𝒕
𝒚 = −𝟐𝒕
𝒛 = 𝒕

  ∀𝒕 ∈ 𝑹 

 
Solución: x = t, y = -2t, z = t  
 
 
2.  

 
a)  
 
Tenemos dos funciones f y g derivables de las cuales conocemos los siguientes datos: 
 

𝑓(1) = 1; 𝑓′(1) = 2; 𝑔(1) = 3; 𝑔′(1) = 4       
 
Dada la función:  ℎ(𝑥) = 𝑓[(𝑥 + 1)2] 
 
Se pide calcular la derivada de dicha función en x = 0. 
 
Aplicando la regla de la cadena: 
 

ℎ(𝑥) = 𝑓[(𝑥 + 1)2] → ℎ′(𝑥) = 𝑓′[(𝑥 + 1)2] ∙ 2(𝑥 + 1) 
 

ℎ′(0) = 𝑓′[(0 + 1)2] ∙ 2(0 + 1) = 𝑓′(1) ∙ 2 = 2 ∙ 2 = 𝟒 
 

De la misma manera, dada la función: 𝑘(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
, se pide calcular la derivada de la función en x = 1. 

Aplicando la regla de la cadena: 
 

𝑘(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
→ 𝑘′(𝑥) =

𝑓′(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔′(𝑥)

𝑔2(𝑥)
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𝑘′(1) =
𝑓′(1) ∙ 𝑔(1) − 𝑓(1) ∙ 𝑔′(1)

𝑔2(1)
=
2 ∙ 3 − 1 ∙ 4

32
=
𝟐

𝟗
 

 
 
Soluciones: 𝒉′(𝟎) = 𝟒 y 𝒌′(𝟏) = 𝟐/𝟗 
 
b)  
 

𝐼 = ∫(𝑠𝑒𝑛 𝑥)4 ∙ (cos 𝑥)3𝑑𝑥 =∫(𝑠𝑒𝑛4 𝑥) ∙ (𝑐𝑜𝑠2 𝑥) ∙ (cos 𝑥)𝑑𝑥 = ∫(𝑠𝑒𝑛4 𝑥) ∙ (1 − 𝑠𝑒𝑛2 𝑥) ∙ (cos 𝑥)𝑑𝑥 

 

∫(𝑠𝑒𝑛4 𝑥) ∙ (1 − 𝑠𝑒𝑛2 𝑥) ∙ (cos 𝑥)𝑑𝑥 → 𝐶𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 (𝐶𝑉) {
𝑠𝑒𝑛 𝑥 = t

cos𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡
 

 

𝐼 = ∫(𝑠𝑒𝑛4 𝑥) ∙ (1 − 𝑠𝑒𝑛2 𝑥) ∙ (cos 𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑡4 ∙ (1 − 𝑡2) ∙ 𝑑𝑡 = ∫(𝑡4 − 𝑡6) 𝑑𝑡 =
𝑡5

5
−
𝑡7

7
+ 𝐶 

 
 

𝐷𝑒𝑠ℎ𝑎𝑔𝑜 𝐶𝑉 {
𝑠𝑒𝑛 𝑥 = t

cos𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡
→ 𝐼 =

𝑡5

5
−
𝑡7

7
+ 𝐶 =

𝑠𝑒𝑛5𝑥

5
−
𝑠𝑒𝑛7𝑥

7
+ 𝐶 

 
 

Solución: 𝑰 =
𝒔𝒆𝒏𝟓𝒙

𝟓
−
𝒔𝒆𝒏𝟕𝒙

𝟕
+ 𝑪 

 
 
3.  

 
a)  
 
Definimos un plano que contiene a los puntos A, B y C.  
 

𝜋 {
𝐴(1, 1, 1)

𝐵(1, 3, −3)

𝐶(−3,−1, 1)
→ 𝜋 {

𝐴(1, 1, 1) → 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝜋

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, 2, −4) → 𝑉𝑒𝑐𝑡. 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝜋 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,−2, 0) → 𝑉𝑒𝑐𝑡. 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝜋

 

 

𝜋 ≡ |
𝑥 − 1 𝑦 − 1 𝑧 − 1
0 2 −4
−4 −2 0

| = 0 → [0 + 0 + 16(𝑦 − 1)] − [−8(𝑧 − 1) + 8(𝑥 − 1) + 0] = 0 

 
𝜋 ≡ −8𝑥 + 16𝑦 + 8𝑧 − 16 = 0 → 𝝅 ≡ −𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛 − 𝟐 = 𝟎     

 
 

Solución: La ecuación general del plano es: 𝝅 ≡ −𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛 − 𝟐 = 𝟎     
 
b)  
 

Buscamos un punto D, tal que los vectores 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑦 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ sean linealmente dependientes, o lo que es lo 
mismo, que pertenezcan al mismo plano. 



 
 

C.E. Luis Vives – Control de aprendizaje 
Sol: 91 559 4770  Moncloa: 91 542 5007 

 

4 

 

 
 
 

Cualquier punto perteneciente al plano formado por 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑦 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, y que pase por el punto A (plano calculado en 
el apartado anterior), cumplirá la condición mencionada en el párrafo anterior. 
 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝐷 ∈ 𝜋 → 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑙𝑎 𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛:−𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 → 𝑃𝑜𝑟 𝑒𝑗. {
𝑥 = 0
𝑦 = 1
𝑧 = 0

 → 𝐷(0,1,0) 

 
Solución: 𝑫 = (𝟎, 𝟏, 𝟎)  
  
c) 
 
Las coordenadas de un punto P perteneciente al eje OX, que forma un tetraedro junto con los vértices A, B y 
C, cuyo volumen es 1, se calcula: 
 

{
𝐴(1, 1, 1)

𝑃(𝑥, 0, 0) → 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑂𝑋
  {

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑥 − 1,−1,−1)

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, 2, −4) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,−2, 0)

 

 

𝑉𝑇 =
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

6
= 1 → |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = |

𝑥 − 1 −1 −1
0 2 −4
−4 −2 0

| = −8𝑥 − 16 

 

𝑉𝑇 =
|−8𝑥 − 16|

6
= 1 → {

𝑉𝑇 =
−8𝑥 − 16

6
= 1 → −8𝑥 − 16 = 6 → 𝑥 = −

11

4

𝑉𝑇 =
−(−8𝑥 − 16)

6
= 1 → 8𝑥 + 16 = 6 → 𝑥 = −

5

4

 

 
 

Solución: Hay dos puntos que cumplen esta condición: 𝑷 = (−
𝟏𝟏

𝟒
, 𝟎, 𝟎) 𝒚 𝑷′ = (−

𝟓

𝟒
, 𝟎, 𝟎)  

 
 
4.  

 
a)  
 
La variable de estudio es discreta y se ajusta a una distribución binomial, ya que sigue un esquema éxito-
fracaso. 

𝑋 = ′𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑚𝑖𝑔𝑜𝑠 𝑠𝑒𝑙𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑜𝑠′ { É𝑥𝑖𝑡𝑜: 𝑆𝑒𝑟 𝑠𝑒𝑙𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑜
𝐹𝑟𝑎𝑐𝑎𝑠𝑜:𝑁𝑜 𝑠𝑒𝑟 𝑠𝑒𝑙𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑜

 

 

𝑋 → 𝐵(𝑝, 𝑞) {
𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 é𝑥𝑖𝑡𝑜 → 𝑝 = 0,4

𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑎𝑠𝑜 → 𝑞 = 1 − 𝑝 = 0,6
 

 
Dada una muestra de 8 amigos (n = 8) queremos calcular la probabilidad de que al menos dos de ellos hayan 
sido seleccionados. 
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𝑃(𝑋 = 𝑎) = (
𝑛
𝑎
) ∙ 𝑝𝑎 ∙ 𝑞𝑛−𝑎 → (

𝑛
𝑎
) =

𝑛!

𝑎! (𝑛 − 𝑎)!
 

 

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − 𝑃(𝑋 < 2) = 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1)] {
𝑃(𝑋 = 0) = (

8
0
) ∙ 0,40 ∙ 0,68−0

𝑃(𝑋 = 1) = (
8
1
) ∙ 0,41 ∙ 0,68−1

 

 
𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − [0,68 + (8 ∙ 0,4 ∙ 0,67)] = 0,8936 = 𝟖𝟗, 𝟑𝟔% 

 
 
Solución: La probabilidad de que al menos dos amigos sean seleccionados es del 𝟖𝟗, 𝟑𝟔%. 
 
b)  

En este caso la variable de estudio cambia, es una variable continua, y se ajusta a una distribución normal. 
Siendo:  

𝑋 =′ 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑠𝑝𝑖𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑜 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑙𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛′ 
 

𝑋 → 𝑁(𝜇, 𝜎) {
𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎 →  𝜇 = 5,6

𝐷𝑒𝑠𝑣𝑖𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑡í𝑝𝑖𝑐𝑎 → 𝜎
 

 
Sabemos que: 𝑃(𝑋 ≤ 8,2) = 0,67. Con este dato nos piden calcular la desviación típica. 
 
Para calcular la probabilidad de que la variable tome un valor determinado es necesario tipificar la variable, 
para así poder entrar en la tabla de distribución normal. 
 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) → 𝑇𝑖𝑝𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒: 𝑍 =
𝑋 − 𝜇

𝜎
=
𝑋 − 20

√18
 

 

𝑃(𝑋 ≤ 8,2) = 𝑃 (
𝑋 − 5,6

𝜎
≤
8,2 − 5,6

𝜎
) = 𝑃 (𝑍 ≤

2,6

𝜎
) = 0,67 → 𝑇𝑎𝑏𝑙𝑎: 

2,6

𝜎
= 0,44 

 
2,6

𝜎
= 0,44 → 𝜎 = 0,44 ∙ 2,6 = 𝟓, 𝟗𝟏 

 
 
Solución: El valor de la desviación típica es 5,91. 
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OPCIÓN B 

 

1.  
 
a)  
 
Los valores de a para los cuales se cumple que: 𝐴2 − 𝐼 = 2𝐴 
 

𝐴2 = 𝐴 ∙ 𝐴 = (
1 − 𝑎 1
1 1 + 𝑎

) ∙ (
1 − 𝑎 1
1 1 + 𝑎

) = (
(1 − 𝑎)2 + 1 (1 − 𝑎) + (1 + 𝑎)

(1 − 𝑎) + (1 + 𝑎) 1 + (1 + 𝑎)2
) 

 

𝐴2 = (𝑎
2 − 2𝑎 + 2 2

2 𝑎2 + 2𝑎 + 2
) 

 

𝐴2 − 𝐼 = 2𝐴 → (𝑎
2 − 2𝑎 + 2 2

2 𝑎2 + 2𝑎 + 2
) − (

1 0
0 1

) = 2 ∙ (
1 − 𝑎 1
1 1 + 𝑎

) 

 

(𝑎
2 − 2𝑎 + 1 2

2 𝑎2 + 2𝑎 + 1
) = (

2 ∙ (1 − 𝑎) 2
2 2 ∙ (1 + 𝑎)

) → {𝑎
2 − 2𝑎 + 1 = 2 − 2𝑎 → 𝑎2 − 1 = 0
𝑎2 + 2𝑎 + 1 = 2 + 2𝑎 → 𝑎2 − 1 = 0

 

 

𝑎2 − 1 = 0 → 𝑎 = √1 = ±1 
 

 

Solución: Cuando 𝒂 = ±𝟏 se cumple la igualdad 𝑨𝟐 − 𝑰 = 𝟐𝑨. 
 
b)  
 
Una matriz admite inversa cuando su determinante es distinto de cero. 
 

|𝐴| = |
1 − 𝑎 1
1 1 + 𝑎

| = (1 − 𝑎)(1 + 𝑎) − 1 = −𝑎2 → |𝐴| = 0 → −𝑎2 = 0 → 𝑎 = 0 

 
En este caso, cuando el parámetro 𝑎 ≠ 0, la matriz A tendrá inversa. 
 
La matriz inversa, en función de a será: 
 

𝐴−1 =
𝐴𝑑𝑗 𝐴𝑇

|𝐴|
 

 

𝐴𝑑𝑗 𝐴 = (
1 + 𝑎 −1
−1 1 − 𝑎

) → 𝐴𝑑𝑗 𝐴𝑇 = 𝐴𝑑𝑗 𝐴 = (
1 + 𝑎 −1
−1 1 − 𝑎

) 

 

𝐴−1 =
𝐴𝑑𝑗 𝐴𝑇

|𝐴|
=
(
1 + 𝑎 −1
−1 1 − 𝑎

)

−𝑎2
=

1

−𝑎2
∙ (
1 + 𝑎 −1
−1 1 − 𝑎

) = (

−1 − 𝑎

𝑎2
1

𝑎2

1

𝑎2
−1+ 𝑎

𝑎2

) 
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Solución: 𝑨−𝟏 = (

−𝟏−𝒂

𝒂𝟐
𝟏

𝒂𝟐

𝟏

𝒂𝟐
−𝟏+𝒂

𝒂𝟐

) 

 
c)  
 
Calculamos |𝐴 ∙ 𝐴𝑇|2 en función del parámetro a. Aplicando las propiedades de los determinantes: 
 

|𝐴| = −𝑎2;  |𝐴𝑇| = |𝐴| = −𝑎2 
 

|𝐴 ∙ 𝐴𝑇|2 =|𝐴|2 ∙ |𝐴𝑇|2 = (−𝑎2)2 ∙ (−𝑎2)2 = 𝑎4 ∙ 𝑎4 = 𝑎8 
 
 

Solución: |𝑨 ∙ 𝑨𝑻|
𝟐
= 𝒂𝟖 

 
 

2.  
 
 
a)  

La función que permite calcular en número de enfermos en función del tiempo que ha transcurrido es F(t). 
No conocemos la función, pero sí su derivada: 
 

𝐹(𝑡) → 𝐹′(𝑡) = 𝑡2(10 − 𝑡) 
 
Si integramos la derivada obtenemos la función: 
 

𝐹(𝑡) = ∫𝐹′(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫ 𝑡2(10 − 𝑡) 𝑑𝑡 = ∫(−𝑡3 + 10𝑡2) 𝑑𝑡 = −
𝑡4

4
+
10𝑡3

3
+ 𝐶 

 
Necesitamos conocer el valor de la función en un punto para calcular la constante de integración. En el 
enunciado nos dicen que inicialmente había 6 personas afectadas, por lo que: 
 

𝐹(𝑡) = −
𝑡4

4
+
10𝑡3

3
+ 𝐶 → 𝐹(0) = −

04

4
+
10 ∙ 03

3
+ 𝐶 = 6 → 𝐶 = 6 

 
 

Solución: 𝑭(𝒕) = −
𝒕𝟒

𝟒
+
𝟏𝟎𝒕𝟑

𝟑
+ 𝟔 

 
b)  

Para calcular cuántos días después de comenzar el brote se alcanza el número máximo de enfermos tenemos 
que estudiar cuando alcanza la función F(t) su máximo valor, es decir, los valores de t para los cuales F’(t) se 
anula. 
 

𝐹′(𝑡) = 𝑡2(10 − 𝑡) = 0 {
𝑡 = 0
𝑡 = 10 

→ ∀𝑡 = 10 𝑑í𝑎   𝐹(10) = −
104

4
+
104

3
+ 6 = 839,33 ≈ 839 𝑒𝑛𝑓𝑒𝑟𝑚𝑜𝑠  
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Solución: El décimo día se produce el máximo número de enfermos, concretamente 839 enfermos. 
 
c)  

El Teorema de Bolzano nos permite conocer la evolución de la monotonía de una función continua en un 
intervalo determinado. Este teorema afirma que, si la función es continua y cumple una serie de condiciones, 
existe al menos un punto crítico dentro de un intervalo cerrado. 
 
En este ejercicio es interesante conocer cómo evoluciona el número de enfermos a lo largo del tiempo. La 
aplicación del Teorema de Bolzano nos va a permitir saberlo. 
 
Como la función que permite conocer el número de enfermos depende del tiempo, su dominio será:  
 

𝐷 = [0,+∞) → 𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝐹(𝑡) 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜  
 
Estudiamos diferentes intervalos. Elegimos intervalos de amplitud 1 día por ejemplo.  
 

𝒕 𝟏 𝟐 … 𝟏𝟑 𝟏𝟒 
 

𝐹(𝑡) = −
𝑡4

4
+
10𝑡3

3
+ 6 

 

𝐹(1) = 9,1 𝐹(2) = 28,7 

 

𝐹(13) = 189,1 𝐹(14) = −451,3 

 
Es imposible tener un número negativo de enfermos, por lo que en el intervalo [13, 14] finalizará el brote de 
la enfermedad. Estudiamos en profundidad este intervalo aplicando el Teorema de Bolzano. 
 
Como F(t) es continua en el intervalo [13, 14], y F(13) > 0 y F(14) < 0, existe al menos un punto c perteneciente 
al intervalo (13, 14) para el que la función se anula (punto donde finaliza el brote). 
 

 
Solución: Pasados 14 días finaliza el brote. 
 
 
3.  
 
a)  
 
Para calcular el punto simétrico de P con respecto al plano π tenemos que: 

1) Calcular una recta t perpendicular a π que pase por P. 

2) Realizar la intersección del plano π con la recta r, obteniendo el punto M. 

3) Podemos calcular el punto buscado (punto Q) sabiendo que el punto M es el punto medio del 

segmento PQ. 

Calculamos entonces la ecuación de una recta perpendicular a π que pase por P: 
 

𝑡 ≡ {
𝑃 = (1, 2, 3)

𝑢𝑡⃗⃗  ⃗ = �⃗� 𝜋 = (2, 3, −1)
→ 𝑡 ≡

𝑥 − 1

2
=
𝑦 − 2

3
=
𝑧 − 3

−1
 

 
 



 
 

C.E. Luis Vives – Control de aprendizaje 
Sol: 91 559 4770  Moncloa: 91 542 5007 

 

9 

 

 
 
La intersección de t con el plano π se realiza resolviendo el sistema formado por ambos elementos 
geométricos: 
 

𝑡 ≡
𝑥 − 1

2
=
𝑦 − 2

3
=
𝑧 − 3

−1
  {

𝑥 − 1

2
=
𝑦 − 2

3
→ 3𝑥 = 2𝑦 − 1 → 𝑥 =

2𝑦 − 1

3
𝑦 − 2

3
=
𝑧 − 3

−1
→ 3𝑧 = −𝑦 + 11 → 𝑧 =

−𝑦 + 11

3

 

 

𝜋 ≡ 2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 = 4 → 2(
2𝑦 − 1

3
) + 3𝑦 − (

−𝑦 + 11

3
) = 4 → 14𝑦 − 13 = 12 → 𝑦 =

25

14
  

 

𝑦 =
25

14
 {

𝑥 =
2𝑦 − 1

3
=
6

7

𝑧 =
−𝑦 + 11

3
=
43

14

 

 
 

𝑡 ∩ 𝜋 = 𝑀 → 𝑀 = (
6

7
,
25

14
,
43

14
) 

 
Como el punto M es el punto medio del segmento PQ: 
 

𝑀 = (
𝑞𝑥 − 1

2
,
𝑞𝑦 − 2

2
,
𝑞𝑧 − 3

2
) → {

𝑀 = (
6

7
,
25

14
,
43

14
)

𝑃 = (1, 2, 3)
𝑄 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)

 

 

(
6

7
,
25

14
,
43

14
) = (

𝑥 − 1

2
,
𝑦 − 2

2
,
𝑧 − 3

2
) →

{
 
 

 
 
𝑥 − 1

2
=
6

7
→ 𝑥 =

5

7
𝑦 − 2

2
=
25

14
→ 𝑦 =

11

7
𝑧 − 3

2
=
43

14
→ 𝑧 =

22

2

 

 
 

Solución: El punto simétrico a P con respecto al plano π es el punto: 𝑸 = (
𝟓

𝟕
,
𝟏𝟏

𝟕
,
𝟐𝟐

𝟐
) 

 
b)  
 
Para responder a este apartado primero tenemos que calcular el punto de corte de las rectas r y s. Para ello 
resuelvo el sistema formado por éstas. 

 

𝑟 ≡ {
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2

 ;  𝑠 ≡ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 2, 3) + 𝜆(1, 0, 1) 

 

 𝑠 ≡ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 2, 3) + 𝜆(1, 0, 1) → 𝑠 ≡
𝑥 − 1

1
=
𝑦 − 2

0
=
𝑧 − 3

1
 {

𝑥 − 1

1
=
𝑦 − 2

0
→ 𝑦 − 2 = 0 → 𝑦 = 2

𝑥 − 1

1
=
𝑧 − 3

1
→ 𝑥 = 𝑧 − 2
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𝑟 ≡ {
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2

→ {
𝑦 = 2

𝑥 = 𝑧 − 2
→{

(𝑧 − 2) + 2 − 𝑧 = 0
(𝑧 − 2) + 2 + 𝑧 = 2

→ 2𝑧 = 2 → 𝑧 = 1 

 

𝑧 = 1 → {
𝑦 = 2

𝑥 = 𝑧 − 2 = −1
→ 𝑅 = 𝑟 ∩ 𝑠 → 𝑅 = (−1, 2, 1) 

 
La recta perpendicular al plano que pasa por el punto R tiene las siguientes características: 
 

𝑟′ ≡ {
𝑅 = (−1, 2, 1)

𝑢𝑟′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = �⃗� 𝜋 = (2, 3, −1)
→ 𝑟′ ≡

𝑥 + 1

2
=
𝑦 − 2

3
=
𝑧 − 1

−1
 

 
 

Solución: La ecuación de la recta pedida es: 𝒓′ ≡
𝒙+𝟏

𝟐
=

𝒚−𝟐

𝟑
=

𝒛−𝟏

−𝟏
 

 
c)  
 
El ángulo formado por las rectas r y s será el mismo que el ángulo formado por sus vectores directores: 

 

𝑟 ≡ {
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2

 → 𝑥 + 𝑦 = 𝑧 = 1{
𝑥 = 𝛾

𝑦 = 1 − 𝛾
𝑧 = 1

→ 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ = (1,−1, 0) 

 
𝑠 ≡ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 2, 3) + 𝜆(1, 0, 1) → 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ = (1, 0,1) 

 

𝑟, �̂� = 𝛼 {
𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ = (1,−1, 0)

𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ = (1, 0,1)
→ 𝛼 = 𝑐𝑜𝑠−1 (

𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ 

|𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ | ∙ |𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ |
) = 𝑐𝑜𝑠−1 (

1 ∙ 1 + (−1) ∙ 0 + 0 ∙ 1

√2 ∙ √2
) 

 

𝛼 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
1

2
) = 60° 

 
 
Solución: El ángulo que forman las rectas r y s es de 600 

 
 

4.  
 
a)  
 
Inicialmente definimos los sucesos: 
 

 Suceso A: Existencias de vehículos de gama alta. 

 Suceso B: Existencias de vehículos de gama baja. 

 Suceso C: Vehículos defectuosos. 

 Suceso C̅: Vehículos no defectuosos. 

Sabemos que: 
 

 Sabemos que el 1/3 de los vehículos son de gama alta, es decir: P(A) = 1/3 

 Entonces el porcentaje de vehículos de gama baja es: P(B) = 1 - P(A) = 2/3 

 Además, el 1,6 % de los vehículos de gama baja tienen algún defecto: P(C/B) = 0,016 
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 Y el porcentaje de vehículos de gama alta que tienen algún defecto es del 0,9 %: P(C/A) = 0,009 

 
Si elegimos un vehículo al azar, la probabilidad de que el vehículo sea defectuoso será:  
 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝐴) ∙ 𝑃(𝐶/𝐴) + 𝑃(𝐵) ∙ 𝑃(𝐶/𝐵) =
1

3
∙ 0,009 +

2

3
∙ 0,016 = 0,0137 = 𝟏, 𝟑𝟕% 

 
b)  

La probabilidad de un vehículo sea de gama baja, elegido al azar, sea defectuoso se calcula aplicando el 
Teorema de Bayes. 
 
 

𝑃(𝐵/𝐶) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐶)
=
𝑃(𝐵) ∙ 𝑃(𝐶/𝐵)

𝑃(𝐶)
=

2
3
∙ 0,016

0,0137
= 0,7805 = 𝟕𝟖, 𝟎𝟓 % 

 
 
 


