Matematicas CCSS EVAU - modelo 2024 Conto do sucios

1. (2 puntos) Se consideran las matrices A y B dadas por

a 2 1 1
A=<2 a 1>;B=<1>
1 4 ¢ c

a) Determine los valores de los parametros a, ¢ € R para los que se verificaAd- B = 6B
b) Paraa =1y c = —1,calcule B - A - B, donde B! denota la matriz transpuesta de B.

Resolucion:

a) Para averiguar los valores de a y ¢, es necesario desarrollar la ecuacién matricial dada.
Seguidamente, se deben despejar los pardmetros a partir de la igualdad matricial resultante:

a 2 1 1 1 a+2+c 6
A-B=6B—><2 . 1)-<1>=6-<1)—>(2+a+c>=<6>—>
1 4 ¢ c c 5+ c? 6¢

_ a4 Sic=5->a=-1
{ a+2+c=6->a=4% C:{Sic:laa=3
6+/(=6)2-4(1)5) 614 (5
2 — 2 _ = = = =
54cc=6c—>c 6c+5=0=c 20D) > {1

N

Conclusion:
Para que se cumpla A - B = 6B, existen dos posibilidades: a = —1,c = 5;0biena=3,c =1
b) Resolucién de la ecuacion matricial Bt - A - B considerandoa =1y ¢ = —1:

Antes de comenzar, se reemplazan, en las matrices A y B, los valores indicados para a y para c:

1 2 1
A=<2 1 1)
1 4 -1

Seguidamente, se reemplazan las matrices en la ecuacién matricial Bt - 4 - B, y seguidamente se operan:
1 2 1 1 1
Bt A-B=(1 1 —1)(2 1 1><1>=(2 -1 3)<1>=(—2)
1 4 -1/ \-1 -1

La ecuacion matricial Bt - A - B tendra un valor de (=2)sia=1yc = —1.

Conclusion:

2. (2 puntos) Se considera la funcion real de variable real definida por la siguiente expresion:

fO)=x3+x*-x—aa€R

a) Obtenga el valor del parametro real a para que la funcién f(x) tenga una primitiva que pase
por los puntos (0,1) y (—1; 1/4). Seiale la expresion de esta primitiva.

b) Para a = 1, determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién clasificando, si
procede, los extremos relativos de la funcion.

L)
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Resolucion:

a) Para obtener la primitiva de la funcién, primeramente, debe resolverse la integral de la funcion dada:

FxX)= |3 +x*—x—a)dx = x—4+x—3—x—2—ax+c
4 3 2

A continuacion, se plantea un sistema de ecuaciones considerando los puntos dados:

( 4 03 (2
01)->FO0O)=1>—+——-——=—-a-0+c=1->c=1
i 473772
1 (-D* (-13 (-1)? 1 1 1 1 1

Se resuelve el sistema de ecuaciones obtenido:

c=1
{ +a+ ! 5+ +1=0 1+5
————— = — D —— = - = — —_— = — —
473 27T CTET T 4 6 "6
Conclusion:
., . ., . xt  x3 x? o«
La funcién primitiva de la funcion f(x) sera: F(x) = Tt -5tz t1

b) Calculo de los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x):

Primeramente, se debe reemplazar el valor de a en la funcién:
f)=x3+x?-x-1

Seguidamente, para averiguar la monotonia de la funcién, buscan los puntos criticos del a
funcién. Para conseguirlos, se iguala a O la primera derivada, y se despeja la x. Seguidamente,
se hacen intervalos considerando el dominio de la funcién (para este caso, como es una
funcion polinédmica, Dom f(x) = R), y se hacen cortes en el mismo, usando como referencia
los puntos de criticos de la funcién:

fl(x)=3x?+2x—1=0->x=

242743 (D _—2+4 [
2(3) 6 3

1
Valor de x —2 0 1
Signo de f’(x >0 <0 >0

Interpretacion \ Crece Decrece Crece

Conclusion:

. s . . 1 . .
La funcién es creciente en los intervalos (—o,—1) y (5,00), y decreciente en el intervalo

1 ,o. ;. 1
(—1;5). Presenta un maximo en x = —1, y un minimo en x = >

: }

—
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3. (2 puntos) Se considera la funcion real de variable real definida por la siguiente expresion:

(x*-1)
f=9 -1
(x> +2x+1)six>1
a) Estudie la continuidad de la funcion f(x) e indique el tipo de discontinuidad, si procede.

b) Calcule el area de la region acotada del plano delimitada por la grafica de la funcién anterior, el
eje de abscisas, y lasrectas x = 1y x = 2.

six<1

Resolucion:

a) Estudio de la continuidad de la funcién en x = 1:

Para que la funcién sea continua, debe verificarse la definicion de continuidad; para este
caso,enx = 1:

0 O
fQ) = lim f(x) = lim f(x) ~55g=4

El resultado obtenido es una indeterminacion. Para poder resolverla, es necesario aplicar la
Regla de L’'Hopital para dicha indeterminacion:

@ -1) 2
lim —— = —_—

= =2
x-1- (x—1) x-1— 1

Habiéndose resuelto la indeterminacion, se comprueba la continuidad de la funcién:

f(1) = lim f(x) = lim f(x) - 2 =2 # 4 - Discontinua
x—1~ x-1*

Conclusion:

La funcién es discontinua porque los limites laterales no coinciden. Presenta una discontinuidad
inevitable de salto finito en x = 1.

b) Calculo del recinto acotado entre f(x), el eje de abscisas, larectax =1, ylarectax = 2:
Primeramente, se buscan los puntos de corte de la funcion f(x) con el eje x. Seguidamente,
contando con los puntos de corte, y dado que se indica que la integral debera estar en el rango
[1; 2], se comprueban si los puntos de corte de la funciéon caen dentro del rango. En caso
afirmativo, se dividird a la funciéon en tanto trozos como sea necesario, poniendo cada uno de
ellos en valor absoluto; y, seguidamente, se resuelve la integral definida entre esos puntos,
aplicando la Regla de Barrow:

Dado que se pide en el intervalo [1; 2], se aplicara en el segundo trozo de funcion. Asi pues,
primeramente, se calculan los puntos de corte del trozo de funcién con el eje x:
-2+4422-4(1DD)
— 42 — — - —
=x“+2x+1=0 = =—
fx)=x x - X 20
La funcion corta al eje x en el valor x = —1. Sin embargo, dado que se pide resolver la integral en el
intervalo [1; 2], no es necesario tener en consideracién el punto de corte.

( ]_
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Asi pues, la resolucién se plantearia de la siguiente manera:

2)° (1)° , Y. .
=‘<? +(2)2+2>—< S +(1)Z+1>|=|?|=633u2

2

2
f (x%2 4+ 2x+ 1) dx
1

x3+ Z4
—-— T X X
3

1

Conclusioén:

El valor del recinto acotado entre f(x), el eje de abscisas, la recta x = 1, y la recta x = 2 es de 6’33 u’.
4. (2 puntos) Se considera la siguiente funcion real de variable real:

x3 +4x
xz -4

f) =

a) Determine las asintotas de esta funcion.
b) Obtenga la ecuacidon de la recta tangente a la funcion en el punto de abscisa x = —1.

Resolucion:

a) Estudio de las asintotas de la funcién:

Para estudiar las asintotas de la funcién, es necesario realizar primeramente el estudio de su
dominio. Al tratarse de un cociente, se debe averiguar cudndo el denominador es igual a cero:

x2—4=0->x=42->Domf(x) =R—{-2;2}
Asi pues, el estudio de las asintotas sera:

Asintotas Verticales | Asintotas Horizontales Asintotas Oblicuas

lim f(x) = - lim f(x) = o 1 x3+4x o x2+4
xX—>—2" xX—00 m= lim —- > = lim — =1

lim f(x) = o lim f(x) = —0o0 x->tox x4 —4 x—>too x4 — 4
x—>=2+ x—>—00 _ x3 + 4x _ 8x 0
xllgl—f(x)__oo n_x—l>r-i_r-loo x2 —4 _x_x—l>r-l_poox2—4_

lim f(x) = o

x—2t

Conclusion:

La funcion tiene asintotas verticales en x = —2 y en x = 2, no tiene asintotas horizontales, y
tiene una asintota oblicua en la ecuacion y = x.

b) Para obtener la ecuacion de la recta tangente, se buscan los valores x,, y,y m; para luego
reemplazarlos en la ecuacion general de la recta tipo y — vy, = m(x — x):

Para x = —1, se cumple que x, = —1. Por tanto, los valores de y,y m seran:
e Valorde y,:

(-1 +4(-1) 5

Yo=fxo) =f(=1) = —D7-a4 ~ -3 T3
e Valordem:
m = f"(xo) \
L B -4 - (P +40)(2x) _ x' - 16x% - 16
rrea = o247 =T Groay f
Xo=-—1
1) = (-D*-16(-1)*-16 _ -31
cmElET ey T Ty

—
H
T
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e Reemplazo en la ecuacién general:

5 —31( 1)
yT3T g V¥
Conclusién:
La ecuacién de la recta tangente en el punto x = —1 serd y —g = _T:ﬂ(x -1

5. (2 puntos) Se desea vender batido de chocolate y batido de fresa en una fiesta escolar para
recaudar fondos para el viaje de fin de curso. Con la leche de la que se dispone se pueden
elaborar 35 litros de batido, y hay cacao en polvo para 30 litros de batido de chocolate como
maximo. Se necesitan 15 minutos de preparacion por litro de batido de chocolate y 20 minutos
por litro de batido de fresa para que tengan la textura correcta. Los batidos tienen que estar
listos en 10 horas. Solo hay una batidora y el beneficio que se obtendra por litro de batido de
chocolate es de 10 euros, y por litro de batido de fresa de 11 euros. ;Cuantos litros de cada
tipo de batido se deben producir para maximizar los beneficios? ; Cual es el beneficio maximo?

Resolucion:

Para resolver el ejercicio, es necesario definir, primeramente, las variables del problema:
- x: litros de batido de chocolate elaborados
- y: litros de batido de fresa elaborados

En base a esto, se definen la funcion objetivo, y las restricciones del problema:

- Funcién objetivo: Max B(x,y) = 10x + 11y

- Restricciones:

o Con la leche se pueden elaborar 35 litros de batido: x + y < 35

Hay cacao en polvo para 30 litros de batido de chocolate como méaximo: x < 30
Se necesitan 15 min/litro de chocolate y 20 min/litro de fresay hay 10 horas: 15x + 20y < 600
Cantidad minima de litros de batido de chocolate: x > 0
Cantidad minima de litros de batido de fresa: y = 0

O O O O

Sobre esto, la region factible que se obtiene sera:

\35\

A(0,0)

B(0,30)
(20,15
D(30,5)

—
U
T
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Seguidamente, se reemplaza cada coordenada en la funcién objetivo:

B,(0;0)=10-0+11-0 = 0€
Bg(0;30) =10-0+11-30 = 330€
B.(20;15) =10-20 + 11 - 15 = 365€
Bp(30;5) =10-30 + 11 -5 = 355€
Bg(30;0) =10-30+11-0 = 300€
Conclusién:

Para maximizar el beneficio, se deberan producir 20 litros de batido de chocolate, y 15 litros de
batido de fresa, obteniéndose un beneficio de 365€.

6. (2 puntos) Una caja de LEGO contiene un total de 50 piezas de tres tipos diferentes (4, B, C). La cantidad

de piezas del tipo A mas la del tipo B es igual a cuatro veces la cantidad del tipo C. Si a las piezas del tipo
A le sumamos el doble de las piezas del tipo B y cuatro veces las del tipo C, el total de piezas de la caja
seria de 100. Plantee un sistema de ecuaciones para saber la cantidad de piezas de cada tipo que
contendra la caja.

Resolucién:
Primeramente, se plantean las variables del ejercicio:

- x:nUmero de piezas del tipo A
- y:numero de piezas del tipo B
- z:nUmero de piezas del tipo C

Sobre esto, se plantea el sistema de ecuaciones:

- Una caja de LEGO contiene un total de 50 piezas de tres tipos diferentes:

x+y+z=50

- Lacantidad de piezas del tipo A mas la del tipo B es igual a cuatro veces la cantidad del tipo C:
x+y=4z

- Sialas piezas del tipo A4 le sumamos el doble de las piezas del tipo B y cuatro veces las del tipo C,
el total de piezas de la caja seria de 100:

x+ 2y +4z =100

En base a las ecuaciones, se puede plantear la matriz ampliada.

x+y+z=50 x+y+z=50 1 1 1
xX+y=4z —>§ x+y—4z=0 —>A*=(1 1 —4 )
x+2y+4z =100 x + 2y +4z =100 1 2 4

En base a él, se aplicara el método de Cramer para su resolucion:

i) Se resuelve el determinante de A:
1 1 1
[Al=f1 1 —-4|=5
1 2 4

—
(O))
T
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ii) Se resuelven los determinantes las matrices Ay, A, y A,:

1 1 1 1 1 1
|4yl = 1 —4|=100 |4,| =1 —4| =100 14,1 =11 1 =50
2 4 1 4 1 2
iii) Se obtienen las soluciones:
|4,] 100 |A,| 100 |4, 50
= = =720 =Y " _920 =2 _""_10
Ta T s VTR 7Tl TS
Conclusion:

Hay un total de 20 piezas del tipo 4, 20 piezas del tipo B, y 10 piezas del tipo C.

7. (2 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a:

a’x—ay=a
alx—-y=1

f(X)={

a) Discuta el sistema en funcion de los valores del parametro a.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 2.

Resolucion:

Antes de comenzar a resolver el ejercicio, es necesario transcribir las ecuaciones a matriz:
a’x—ay=a a®> —a |a
3 A=
adx—y=1 a® -1 11

a) Discusion del sistema
Para discutir el sistema, se hara el siguiente procedimiento:
i) Se calcula el determinante de la matriz A4, se iguala a cero, y se despeja el pardmetro a:

a*=0-a=0

_a2 Al — (421 — (A3 n) — A2 4 _ 2(__ 2y — —
|A| = ad -1 =(@)(-1)—-(@’)(—a) =—a“+a*=a*(-1+a*) =0~ _1+a2=0_>{aa___11
ii) Se discuten los posibles tipos de sistema, mediante casos:
Casol:a#+—-1,a+1lya=+0
|A| #0 —> Rg(A) =2 B N
|A*| £ 0 > Rg(A") =2 Rg(A) = Rg(A*) = N incbgnitas - SCD
e «_ (1 1-1
Caso2:a=-1-4 —(_1 _1|1)
|4l =0-Rg(A) <2~ M| = 1| =1# 0~ Rg(4) =1 Rg(A) = Rg(4*) < N®inc
|A|—| 1 _1|—0_’R9(A)<2—>|M1x1|—|1|—1¢0—>Rg(A)—1 scI

M:a:l—m*=(i :}D

mlA| =0 Rg(A) <2 = [Myy| = -1/ = ~1%0 > Rg(4) = 1 Rg(A) = Rg(A") < N® inc
Gl -1 )
|A|=|1 _1|=0—>R9(A)<2—’|M1x1|=|—1l=—1¢0—>Rg(A)=1 r

) )

—
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Mla=0—>,4*=(8 _01|2)

Al =0 > Rg(A) <2 > M| =|-1|=-1#0->Rg(4) =1 Rg(A) = Rg(A*) < N2%inc
=] | =0-ReU) <2 Ml =1-11=-1#0 - Rg(4) = 1 <l
Conclusion:

- Sia#—-1,a+# 1lya # 0, el sistema tiene una Unica solucién.
- Sia=-1,a=1o0a =0 el sistema tiene infinitas soluciones.

b) Resolucion del sistema para a = 2:

i) En primer lugar, se reemplaza el valor de a en la matriz ampliada; y, seguidamente, se
obtiene el valor del determinante de la matriz A:

=G ) - 1u=-@+ @' =12

ii) A continuacion, se resuelven los determinantes de las matrices A, y A,; v,
seguidamente, se dividen por el determinante de la matriz A:

|2 -2 |4 2
_ad ol o _IAl_ls al_
A 12 12 YAl 12

-1

Conclusion:
La solucién sera (x,y) = (0; —1)

(2 puntos) Un estudio europeo sobre habitos de uso de internet indica que el 62% de los hombres
espanoles mayores de 16 anos participa en redes sociales y que el 81% lee noticias en internet.
Ademas, el 95% de los hombres de este estudio participa en redes sociales o lee noticias en internet.
Eligiendo un hombre espafiol mayor de 16 anos al azar, calcule la probabilidad de que:

a) Participe en redes sociales y lea noticias en internet.

b) No participe en redes sociales, sabiendo que no lee noticias en internet.

Resolucidn:
Primeramente, se definen los sucesos siguientes:

- A = Participar en redes sociales: P(4) = 0’62
- B = Leer noticias por internet: P(B) = 0’81
- AU B = Participar en redes sociales o leer noticias por internet: P(A U B) = 0’95

a) Calculo de la probabilidad de que participe en redes sociales vy lea noticias por internet:

Para resolver este ejercicio, se obtendra la interseccion de sucesos a partir de la unién:
P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANB) » P(ANB) = P(4) + P(B) —P(AUB) -
- P(ANB) =0'62+0'81—-0'95 =048
Conclusion:

La probabilidad de que participe en redes sociales y lea noticias por internet es de un 48%.

s )

—
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b) Calculo de la probabilidad de que no participe en redes sociales, sabiendo gque no lee noticias
en internet:
Para resolver este ejercicio, se aplicara el Teorema de Bayes:

P(AnB) P(AUB) 1-P(AuB) 1-0'95

PAIB) = P(B) 1-P(B) 1-P(B) 1-081

= 02632 = 26'32%

Conclusion:

La probabilidad de que no participe en redes sociales, sabiendo que no lee noticias en internet, es
de un 26'32%.

(2 puntos) Se sabe que la proporcion de hogares espaiioles con dos o mas ordenadores es p = 0'75.

Se toma una muestra aleatoria simple de tamafno n = 140 hogares. Determine:

a) El nimero esperado de hogares que no tendran dos o mas ordenadores en la muestra elegida.

b) La probabilidad de que, en la muestra de 140 hogares, el nimero de ellos con dos o mas
ordenadores sea entre 98 y 112 hogares.

Resolucion:

a) Célculo del nimero de hogares que no tienen dos mas ordenadores:

Se trata de una distribucién Binomial, donde n representa el tamafo de la muestra (n = 140), y
p representa la proporcion que tienen titulacion universitaria (p = 0'75). Dado que la muestra
es superior a 30, puede aplicarse la convergencia a una distribucién Normal.

Por tanto, su distribucién sera la siguiente:
u=n-p=140-0'75 = 105
oc=Jp-q - n=+140-075-025 = 5'12
Tomando en consideracion que hay 105 hogares con dos o mas ordenadores, y que en total se

han consultado a 140 hogares, la diferencia entre ambos; es decir, 35, se tratard del nimero de
hogares que no tienen dos o mas ordenadores.

Conclusion:

El nimero esperado de hogares que no tendrd dos o mas ordenadores es de 35 hogares.

b) Caélculo de la probabilidad de que haya entre 98 y 112 hogares con dos o mas ordenadores:
112 — 105) ( 98 — 105) _
5'12 512 /)
=P(Z<137)-P(Z<-137)=P(Z<137)-[1-P(Z <1'37)] =

P(98 < X < 112) = P(X < 112) — P(X < 98) = P(z <

=0'9147 — [1 — 0'9147] = 0’8294 = 82'94%
Conclusion:

La probabilidad de que haya entre 98 y 112 hogares con dos o mas ordenadores es de un 82'94%.

. )

—
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10. (2 puntos) Durante el adiestramiento de un perro para encontrar trufas, se le deja libre una vez al dia
en una zona de monte apropiada para encontrar este preciado hongo. En cada operacion de
bisqueda del animal se ha observado que este se dirige siempre hacia una de tres zonas de monte
diferentes, denominadas A, B y C. En dos de cada diez operaciones de busqueda se dirige hacia 4, en
cinco de cada diez hacia B y el resto hacia C. El perro detecta trufas en A un 35% de las veces, un
15% en B y un 40% en C. Eligiendo al azar un perro en adiestramiento, calcule la probabilidad de
que:

a) Detecte una trufa en una operacion de busqueda.
b) Sabiendo que ha encontrado una trufa, esta haya sido encontrada en la zona B.

Resolucién:
Primeramente, se definen los sucesos siguientes:

- A = Perrovaazonade monte 4
- B = Perro va a zona de monte B
- C = Perro va a zona de monte C
- D = Perro detecta una trufa.

Con esta informacion, se plantea el arbol de probabilidad:

-

P(D|B) = 0'15
una trufa P(D|B) = 0'85
P(D|C) =04

P(C)=10'3 <

P(D|C) =06

a) Cilculo de la probabilidad de que detecte una trufa:

Con todo esto, puede resolverse el ejercicio.

Para resolver este ejercicio, se aplicara el Teorema de la Probabilidad Total:
P(D) =P(AND)+P(BND)+P(CND)=P(4)-P(D|A) +P(B)-P(D|B) + P(C)-P(D|C) =
=02-0'35+0'5-0'15+0'3-0'4 =0'265 = 26'5%
Conclusion:
La probabilidad de que un perro detecte una trufa es de un 26’5%.

b) Célculo de la probabilidad de que sabiendo gue ha encontrado una trufa, haya sido en la zona B:
Para resolver este ejercicio, se aplicara el Teorema de Bayes:

P(BND) P(B)-P(D/B) 0'5-0'15

= = = 0'283 = 28'39
P(D) P(D) 0'265 %

P(B/D) =

Conclusion:

La probabilidad de que, sabiendo que ha encontrado una trufa, haya sido en la zona B, es de un 28'3%.
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